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Vorwort 

Nach 1'angerer Pause, welch dureh meinen tjbergang in ein neues 
Lehramt bedingt wurde ; folgt auf das zweite Heft der Theorie des 
Kreisels (ersehienen 1898) ntinmehr ein drittes Heft. Dasselbe bildet 
aicht, wie es beabsiehtigt war, den SchluB des Werkes; es zeigte sich 
aamlieh, daB sicli der Stoff auBerordentlich dehnte, sobald das all- 
gemeiiie mathematische Schema der Theorie, geuaaB dem ursprtinglichon 
Plane des Werkes, auf die befconderen Bedingungen des Versuches oder 
auf die mannigfachen Fragestellxmgen der verschiedenen an der Kreisol- 
theorie interessierten Spezialwissenschaften angewandt wurde. Deshalb 
sind in diesem Hefte von den Anwendnngen der Kreiseltheorie nur die- 
jenigen auf Astronomie und Geophysik zur Darstelltmg gekommen; die 
technischeri und physikalischeh Anwendtingen verbleiben fiir ein riertcs 
(letztes) Heft. 

Wahrend sich der Beginn der vorliegenden Liefemng inhaltlich an 
die Yorangehenden Kapitel anlehut und in einem Nachtrag zu Kap VI 
den anf der Horizontalebene spielenden Ereisel behandelt (durch Nahe- 
rungsrechnraigen mit strenger Fahlerabschatzung), geht der Inhalt cles 
Kapitels VII wesentlich nber den Kreis derjenigen Probleme binaus ; 
welche in der analytischen Mech^aik idealer Mechanismen behandelt BU 
werden pflegen Hier werden die allgemeinen Brfahrungen fiber die 
Wirkung der Beibungseinflfisse dargestellt und irn Anschlusye daran die 
Beibung iin Stiitzpunkte des Kreisels und deren Wirkung^ das Auf- 
riehten der Kreiselaxe, ausftihrlich disfcutiert. Da einerseite die er 
fahrungsmaBigen Grnndlagen fiir den Ansatz der Reibungsprobleme 
nicht sehr sicher 8md 7 da andrerseifes die mathematischen Sohwierig- 
keiten bei der strengen Durcbfiijining des Ansatees sehr grofi sein 
wlirden, so wird die Behandlung zum Teil auf graphischem Wege 3 mit 
Zuhilfenahme TOH YemaeHiissigungen xmd N^herungsmethoden dnrch- 
gefiihrt, wie solche bereits an friiheren Stellen der Kreiseltheorie wioder- 
holt empfohlen warden. Die Schiirfe dieser Methoden reicht vdllig aus, 
sofern man als eigentliches Ziel im Auge behalt: von den in der Wirk- 
lichkeit zu beobachtenden Erscheinungen ein klares qualitatives imd ein 
innerhalb der Fehlergrenze der Beobachtungen genaues quantitatives 
Bild zu entwerfen. Neben der Beibung im Stiitzpunkte werden als 



weitere ; die ideale Kreiselbewegung entstellende Ursachen der Lufi- 
widerstand. ; die Elastizitat des Kreiselmaterials und der Unterlage be- 
riicksicb.tigt Hierbei waren sum Teil bereits die Riicksichten auf spatere 
Anwendungen inafigebend ? zum Teil sollten diese Untersuehungen als 
em Beispiel zur Hecianik der wirklichen Erscheinungen oder, wie es 
Mer gele'gentlieli ausgedriickt wird, zur irdischen Mechanik dieHen (im 
Gegensatz zur himmlisclien Meelianik ; in welcher die faier behandelten 
Bnxflfisse meist nicht in BctracM kommen ? oder zur reinen analytkehen 
Mechanik , in welcher solche Einfliisse zu Gkmsten der Eleganz der 
mathematischen Entwickelung gewohnlich rernaclilassigt werden). la 
einem Nachtrag zu diesem Kapitel wird sodann, tinier Hinzuziehung 
von Beobachtungsmaterial, die Behandlung des auf der Ebeme spielen- 
den Kreisels mit Rucksicht auf die Beibuiag erganzt. 

Kapitel VIII behandelt in einem ersten Abschnitt die astrononii- 
schen Anwendungen der Kreiseltheorie ; in einem zweiten die geo- 
physikalischen. 

In den Hassische-n Problemen der Pracession nnd der durek die 
Mondbewegung erzwungenen Nutation konnten fUglich neue Ergebnisse 
nictt beigebracht werden. Der Gegenstand ist von altersher so er- 
scllopfend behandelt worclen^ daB die rorliegende DarsteUnng lediglict 
darauf hinzuzielen hatte, die fiir den Nichtfachmann niclit inimer durch- 
sicMige Darstellungsweise der Astrononien dureli ein anschanliclieres 
Verfahren zu ersetzen, Das Mittel hierzu bot eine Metbode von 6ran6 
zur Storungsrecliniing ; welcbe hier nach verschiedenen Riclitiingen aus* 
gebaut wird, 

Im Gregensatz Merzu sind die in dem geophysifcaliselien Absclmitt 
untersuchten. Probleme zum Teil jungsten Datums. Es hsndelt sich 
Mer namentKch nm die freien Nutationen der Erdaxe^ deren Periode 
von Chandler festgestellt wurde, und weiter um die Erscheinung der Pol- 
schwankungeii Hberlianpt. Sowohl in der Darstellimg des objektiven 
SadhverlialteB wie in der Erklarung desselben diirfte die hier gebotene 
Behawdlung entsohiedone Portschritte aufweisen, Wegen der grund- 
legenden Wichtigkeit der Frage wurden bei tier Erklarung der vierzehn- 
monatEchen Chandlerschen Periode auch die erforderlicheH Hilfssatze 
aus der Hydrodynamik und der Elastizitatstheorie aufgenommen und 
ailf vereinfachtem Wege bewiesen, Ferner wurde zur Erklarung der 
jahrliehen Periode der Polschwankungen die Theorie der meteorologi- 
sehen Masse&tra&sporitt entwickelt ; wobei sich abermals die in den 
frUheren Heften betonte Impulstheorie und die freiere, begriffliche Auf- 
fassioig der dynantischea Differentialgleichungen als besonders firuclit- 
bar erwies. Den SehluB des geophysikalischen Abschnittes bildet die 



Anhang zu Kapitel VL 
10. Der auf der HoriKontaleban spielende Kreisel. 

Als Gegenst&ek WIT Tkeorie des Kreisels mit festem Stutepiinkte 
soli die Bewegting des Kreisels mit horizontal bewegliekem Stiit^imkte 
ankangsweise bekandelt werden^ also diejenige Bewegung, aB welclie 
Erwacksene und Kinder in erster Linie bei dem Worte ,,Kreisel- 
bewegtmg" denken. Wir beabsiektigen tierbei in aisalytisclier Hmsiekt 
lange nicht so weit 2511 gelaeii, wie bei dean Torigen Probleioae^ sondern 
werden zufrieden seiB, wenn wir ein klares Bild von dem qualitatiTeH 
Charakter der Bewegnng eatwerfen konnen, Dies gelingt, mit Urn- 
gehiing aller analytisckeri Schwierigkeiten ; welche sonst auftreten wftrden, 
wenn wir mit "begrenzter Genamgkeit reckaen. wie solches im Kap. IV, 
9 empfokleii wurde. Wollen wir die Bewegtmg nur mit derjenigen 
Scharfe feststellen, wie sie etwa die mit bloisem Auge aiagegtellte 
Beobachtung eines gcwdhnlicheii Kreisel-Spielzeugs, ohne besondere 
Verfeinerung der Beobacktungsmittel nad oline sorgsame Aussehaltnng 
von Storungsursackeii liefert, so kSnuen wir nns sogar mit einer reckt 
geringen Genaiugkeit begntigen. Vota matkematiscken Standpunkte 
ist offenbar auck eine grobe K'akeruiig logisck befriedigend, sofern wir 
dm l)ei unserer Eechmng 0uffelas$wwn FeMer abscMtien Mnnen. Auf 
diesen Punkt werden wir im Folgenden besonderen Wert legen, Dp.- 
gegen wiirde es uns ; bei Zugrundelegung des soeben genannten Mafs- 
stabes fftr die anzustrebende Genanigkeit, wertlos sckeinen, durck 
Heranziekung kokerer analytischer Hiilfsmittel den Genauigkeitsgrad 
der Recknung weiter su verfeinern. 

Von der den Kreisel tragenden Ebene werden wir yoranssetze% 
dafs sie voUkommm glatt, ^Iso reibungslos sei, da wir auf die Wirkung 
der Reibnng im nacksten Kapitel Kisrtlckkommen. Der Gegendruek 
der Ebene, die Reaktion 12 derdelben gegen t den Kreisel^ ist dann 
senkfeckt g^geti die Ebene, also rertikal gericktet. Pa der StUtzpunljrt 
nickt mekr so sekr wie bei dem frtlkeren Problem ein geometrisek 
ausgezeickneter Punkt ist, werden. wir nickt diesen, sondem den 
meekanisck ausgezeickneten Sckwerpnnkt S zum Bezugspunkt im 



Bespreading der beriilonteii Poncadfaclien Kreisdversuche 7,um Nachweis 
der Erdrotation. Hier kam es einerseits daratif an ? unnotige mathema- 
tische Schwierigfceiten auszuschalten, welcbe in deis alteren Daratellungen 
der Foncaultsehen Versuche einen breiten. Emm einnehinein, andererseits 
die storendea linfliisBe hanrorznkeluren nnd ihrer GrfBenordttung nach 
abiraschatsseiJu 

A.uf Wnnsch meines hoehverehrten Lehrers R Klein habe ich 
schlieBEeh darauf hinasuweisen, daB ich bei der Abfiwsflung dieses Heftes 
nocli in weit hoherem Grade wie bei den vorangehenden. Heflen ttber 
den Iiabalt der urspriingliclien, von Herrn Klein gehaltenen Unirersitats 
vorlesimg hinausgegangen bin. Die in Kapitel VII gegebenen Aus- 
fiilinmgeii aw Mectanik der storenden Einfliisse waren in jener Vor- 
lesung nur in allgemeinen Fmrissen postuliert worden; die hierza er- 
forderKchen Integrations- undNaherungsmethoden (auch in clem Nacbtrag 
zu Kap. VI) sowie alle Einzelrestdtate rahren von rair allein her. Was 
die astronomisclien Anwendangen betrifft ; so erkannte Herr Klein die 
Voraiige des GanBischen Verfalirens, nach welchem er in jener Vorlesung 
insbesondere das Pricessionsproblem bebandelte; die Anwendung des- 
selben Verfahrens anf das Problem der Nntationen sowie alles Zahlen- 
maBige liabe icb dagegen von mir aus liinzngefiigt. Vow dein Problem 
der Polsehwanlrongexj war in jener Vorle$nng tiberhaupt nicht die Eede ; 
sodaB die hier gebotenen etwaigen Foiischrittd (Kap. VIII 8) 
als mein Eigentum zu betrachten sind. Flir die Anffassnng der Foucault- 
schen Versuehe waren die Grnndliaien bereits von Uerm Klein vor- 
gesseiehnet. 

Im tlbrigen betone ich gent, daB mir das foiigaaetete Iiaterease, 
welches Herr Klein an der Weiterfflhrung des Werkes genommeE hat ; 
sowie die mancherlei Anregtmgexij die er rair bei Vorbesprechnngen 
nnd bei der Korrektur mkommen liefi^ ineine eigone Arbeit weseiat* 
lich erieichtert haben. Fenier habe ich den Herren SchwarzseKild 
tmd Wiechert 2511 danken ffir viele wertvolle Nacliweise Hnd Beriehti- 
gongem an den astronaBaisehen nnd geophysikalischen GegenetSnden, 

Moge das vorliegende Heft jcdcht nnr dem Mathematiker nnd Pfaysiker 
YOE HutKem sei% der die Mechanifc nra ihrer selbst wiUen treibt tmd an 
der Hand des hier so eingehend aiisgeffthrten Belspiels asu einem tieferen 
nnd lebendigeren Verstandnis der Wissenschaft vordringen will, sondem 
moge dieses sowie das folgeade Heft anch yon den Vertretern der Aftaro- 
nomie^ der Geophysik und der Technik gern zn Kate geisogen werden, 
so oft dieselbea auf ihrem besonderen Gebiete mit der Theorie der 
Kreiselwirkungea in Berfihrang kommenl 

Aachen, SM Juli 1903. A, 



Anhang au Kapitel VI. 
10, Der auf der Horissoatfilebeiie spielead 

Als Gegenstiek snr Theorie des Kreisels mit festem Stufepiinkte 
soli die Bewegrog des Kreisels mit horizontal beweglidbiem Stutxpunkte 
anhangsweise beliandelt werden,, also diejenige Bewegnng, an welelie 
Erwachsene und Kinder in erster Linie bei dem Worte ,,Kreisel- 
bewegung" denfcen, Wir beabsichtigen hierbei in aisalytisclier HinsicM 
lange niclit so weit 2511 gehen, wie bei dem Torigen Problane^ sondern 
werdea zufrieden sein, weim wir eiji klares Bild VOE dem qualitatiTen 
Charafcter der Bewegung entwerfen konnen, Dies gelingt, mit Um- 
gelmng aller analytisekeu Schwierigkeiten ; welclie sonst auftretea wiirden, 
wenn wir mit legren&t&r Gcnamgkdt rechnen^ wie solches im Kap. IV, 
9 empfoHen wnrde. Wollen wir die Bewegnng nur mit derjenigen 
Scharfe feststellen, wie aie etwa die mit blofsem Auge angestellte 
Beobachtung eines gewolmliclieri Kreisel-Spielzeugs 7 ohne besondere 
Verfeinerung der Beobachtungsmittel and olme sorgsame Ansschaltung 
YOU Storungsursachelci liefert, so koimen wir ims sogar mit einer reekt 
geringen Genatugkeit begnfigen. Voin mathematischen Standpunkte 
ist offenbar auch eine grobe Naberung logisch befriedigend, sofem wir 
dm "bei unserer Recknuny zwgelassetien FeMer abscJwtzen Mnnen. Auf 
diesen Punkt werden wir im Folgenden besonderen Wert legen. D^ 
gegen wurde es uns ; bei Zugrundelegung des soeben genairnten Mafia- 
stabes ftir die anzustrebende Grenaiiigkeit, wertlos scheinen, durct 
Heranziehtuig koherer analytischer Hiilfsmittel deE Genauigkeitsgrad 
der Reclmioig weiter sm verfeinern. 

Von der den Ereisel tragenden Ebene werden wir ^oraussetzeB, 
dafs sie vottkommm glatt, also reibnngsios sel ? da wir auf die Wirkung 
der Eeibung im naohsten Kapitel Kiirtckkommen. Der Gregendruck 
der Ebene, die Reaktion R derselben gegax den Kreiselj ist dams. 
sen^fecht gQgen die Ebene, also vertical geriehtet. Da dey Stttzpnnkt 
nicM metr so selir wie bei dem firuberen Problem em geometriseh 
ausgezeiclineter Punkt ist, werden wir niclit diesen, sondern den 
mechaniscli ausgezeicliiieten Schwerpimkt S zum Bezugspunkte im 



514 VI. Anhang. Der auf der Horizontalebene spleiende Kreisel. 

Sinae yon Kap. II, 2 wahlen. Die Verbindungslinie OS heifst wie 
friilier die Figurenaxe, ihr Winkel gegen die Vertikale <h Die Ent- 
fernung 08 werde mit J5J, die Q-esamtmasse des Kreisels mit M be- 
zeibhnet. Es werde abkiirzend JP***$gE gesetet,, so dafs P wie 
friilier das Moment der Schwere um die zur Pigurenaxe senkreelite 
horizontale Axe durch bei horizon taler Lage der Figurenax.6 be 
deutet. Wir nehmen, worin koine wesentliche Spozialisierung liegt, 
der Ktirze wegen an, dafs das fur den Sehwerpunkt konstruierte Trag- 
heitsellipsoid eine Kugel sei; der alien Ax en durch S gemeinsaxne Wert 
des Tr'agbeitsmomentes heifse A. 

Als aufsere Erafle kommen ; da wir die Eeibung yernachlasisigen ? 
nur die Schwere Mg und der Gegendruok It in Betracht ; dessen 
Grofse sick aus dem Folgenden ergeben wird. Das Potential der 
Schwere ist (bis auf eine willkiirliche Konstante) 

wo E cos & die vertikale Koordinate des Schwerpunktes in dem 
in Figur 68 angedeuteten festen Koordinatensysteni ist. Dagegen liefert 
der Gegendruck R zur potentiellen Energie keinen Beitrag ? da er kerne 

Arbeit leistet, sondem senkreoht 
gegen die Bewegung seines AIJL- 
griffspunktes gerichtet ist. Andrer- 
seits liefert die Schwere in unserem 
Bezugspunkte S kein Drehmoment ; 
wahrend der Gegendruck au einem 
Drehmomente Anlafs giebt, weleheg 
die ? ,KnGtenlinie" !ur Axe hat ; also 
diejenige Linie ; welche sowohl auf 
der Tertikalen wie auf der Fignren- 
axe senkrecht steht. 
Wir fassen wie fiblich die aufseren Krafte au einer Eiwelkraft 
und einer Drehkraft (Kraftepaar) hinsiehtlich des Beaugspunktes 8 
zusammen. Nach dem eben Gesagten ist die Einmlkraft lestimdig 
vertikal gericJitet und gleich M Mg. Die Me der DrehJcraft liegt 
dauernd horizontal und senkvecht &w Figwr&nme; d&r &rof$e nmh ist 
sie gldch dem Mom&nte von E um 8, 

Die wichtigsten Aufschltsse iiber den Verlauf der Bewegung liefert 
uns hier wie tiberall unser Impulssatz aus Kap. II, 5, weleher una 
in anseheulicher Weise die Sehwerpunkts- und Flachensatze ssusammen- 
fafst. Der Impuls zerlegt sich Mer ebenfalls in zwei Bestandteile^ den 
Mmelimpuls (oder Schiebestofs) und den Drehimpuk (oder Drehatofs), 




ea 



10. Der auf der Horizontalebene spielende Kreisel. 615 

Die Komponenten des ersteren nach. den 1m Rarane fasten Koordinaten- 
axen x, y, % werden wie frtlier mit [3TJ ? [F], \Z\? die Komponenten des 
letzteren mit I, m ? n bezeicknet, Wir werden attcli die Komponenten 
L, M, N des DreMmpulses nacli einem im Kreisel festen Koordinaten- 
system notig haben, desssen Anfangspnnkt der Schwerpunkt und dessen 
Z- Axe die Fignrenaxe ist. 

NacB. dem aagezogenen Impulssataie ist nun die Anderungsgeschwin- 
digkeit jeder Komponentfe des Einzelimpidses und des DreMmpulses 
gleidi dem augenblicHiclien Werte der entsprechenden Komponenfce 
der Eiozelkrafb toad Drehfcraft. Aus dem, was wir uber Eicktnng 
und Axe dieser letzteren bemerkten ; folgt aber^ dafs die Horizontal- 
Jcomponenten des Eimelimpulses tmd die VertiJcalJcomgonente des Dreh- 
impwlses wahrend der Bewegwng Constant Ueiben; die OMfseren Krafte 
"beeinfmsen nur die Vertikalkomponente des Schiebestofses und die Hori- 
0ontalJcomponenten des Drehstofses. 

In Zeichea heifst dieses 

(2) [X| = const. ? [J] = const.; n == const, 

Da nacli pag. 102 [X], [Y] uad [Z] den betreffenden SeliwerpTiiBkts- 
gescliwindigkeiteii proportional sind ([3TJ ===== JSfx' etc.)> so sagen die 
beiden ersten Gleicirangen (2) aus, dafs die Horizontalprojektioa des 
Sdiwerpixnktes eine gerade Linie mit konetaiiter Grescliwindigkeit durch.- 
lanft. JSTattirlicli steht nad fallt dieses Eesmltat mit der Annalime, 
dafs im SttLtzpunki; keine Reibimg auffcrete, 

Nehmen wir den Impnlssatz fiir die dritte Komponente des 
Schiebestofses (bez. den ejitspreclienden Sctwerpanktssatz) hinzu, so 
erhalten wir: 



Diese Gleictung konnen wir als BestimmunffsgleicJwng der Reaktions- 
Jcraft auffassenj indem wir ftlr \Z\ den Wert Mff eintragen, ergiebt sicb. 

(3) R-W + Mg. 

Anfser der Gleiclrang n * const, besteht auch Mer die Gleichting 

(4) N** const, 

wie wir ana dem ;; modifizierten Impulssatze^ Itb Ton pag. 145 schliefsen. 
Nacb diesem Satze ist namlieli die Jbaderungsgeschwindigkeit des Drek- 
stofses refatfo ZWM, Sorper nacli Axe und Grofse gleich dem Drek- 
moment der aufseren Krafte vermekrt um die resultierende centrifagale 
Brehkraft (vgl pag. 144). Itetztere Yersctwindet beim Eugelkreisel 
scHechtweg, die Axe des ersteren 0tekt nickt nnr auf der 



VI. AjQ&pag. Be* anf der Horiaomtalebene spielende RreiaeL 



auet anf der Figurenaxe senkrechk lafolgodesseii ist die 
inderuugsgeseh-wmdigkeit dear DrebBtofskompoB^iite tf naoh der Fignre0~ 
gleieh Hull tmd diese KompoaeBt selbst konstant 
Endlich. nefamea wir nods, den Sata der. lebeudigen, Kraft T+ F"*** A 

T setet sick Her aus zwei T^ilen an0atamea^ ns der leben- 
digen Kraft der Drehbewegang ri^imd atis der der fortechreitend^n 
Bewegmsg 2 1 ,. Die letztere drttckt sieh dutch die 
&a@ iind igt 



Wir ftilireii, wie beim Kreisel tait festem Punkte, die 

(5) 

in u&d tabB nach Figur 68 



Bedenken wir nooh y dafs die Ge0<3b.windigkeitskompoBenteii a/ tmd j' 
Konstaate sind, so kdnnen wir di beiden ersten GUieder rout T % mit 
der Konstaaten A Tereinigt deuketi mid diese Glieder unterdrficketi. 
Wir sckreiben daher einfacher 

T Jf JB 

^ ** j ^ 

Die lebeBdige Kraft der Drehbeweguag jT t tiiatergclieidet flich in 

nichts yon der lebendigea Kraft des Kreiaelg mit festem SiHtzpuakie. 
Der Ansdruek derselbei^ durclt- die Grdfee w**cos^ wurde bereits 
pag, 222 eniwiekelt. Er iatitet^ ftr den Kugelkreisel 



Indem wir noch ftr F den Ansdruck (1) F* P beEtutaen, 
wir die G-leiehnng der lebendigen Ktaft 

= + * 



CT . 

Da nact (2) und (4) H Hud JV Konstante siad > liefert ww die 
Yorstehende Glekbing eime Bezielnmg swiachan u mid ^' be?,, 
M mid ?, aus welcher die weehselndsn NeigimgeH der Figuretore 
die Vertikale a!s Fonktion der Zeit enteouameii werden koimeii. Wit 
reelmeii, 'iadem wir anf gleichen Neumer briugen, amuiduit t*' 
erhaltea tt /f - Z7> mit EinftthraBg der Abkttrssimg ZT 



a ** M E* bedeutet dabei das fragleitsmomeat d>r iin 



10. Der anf der Horizontalebene spielende Kreisei 517 

kOBaentriert gedaehien Gesamtmasse M urn eine zur Figuren&xe senk- 
rechte (krade durcli 0. Es folgt mm: 



oder 
* = 



(8) 



Wir wollen sogleieh eine entspreehende Darstellung fiir den Winkel 
$ gefoen, den die Knotenlinie "des Kreisels mit eiiser belioMgeii fasten 
Itoriaoatalen Geraden bildet. (Den dritten Eulersclien Winkel f? werden 
wir im Folgenden nicht explizit iiotig haben.) ^ bestimmt sich Bach 
pag. 222 Gleichang (4) ans: 



dt ~ 

also wean wir wie vorter cos ^ = t setzen, aus 



_ 
dt " 

Wir iB-tegrieren, ibidem wir $ nact 6L (8) durei. d"^ ausdrtcken 

erhalten: 

Nu du 



Die in den G-leichungen (8) nnd (8') gegebene Integralditrstelliing der 
Bewegungj die schon von Poisson*) herrfihrt, vergleichen wir znnachst 
mit der entspreclienden Darstellung, die frdher (pag. 223) for dei* 
Kreisel mit festem Punkte ejitwickelt wurde. Es zeigt sich dabei 
emerseits eine grofse Analogic der Formeln, wir bemerken aber andrer- 
aeit^^ dafs der Ausdruck Ton U jetzt etwas komplizierter ist wie friilier. 

Wabrend der firtihere Ausdruck V drei Nulktellen uijd eine Un- 
endlicbkeitssteEe besafs, Imt unsef jetziges U drei Nullatellen (die- 
jenigen Werte yon u, fiir die der ZaUer rerschwindet) nnd drei Un- 
endlieKkeitsstellen (namlich den Wert u =* *oo und die Werte > fttr die 
der Nenner Terschwindet). 

. Aus cler Analogie der jetzigen tind der frfiberen Formeln folgt 
unznittelb&r, dafs ein Toil imserer frfiberen Eesultate iwgeaudert be- 
steben bleibt. So konnen wir z. B. den Beweis flk die ^Periodiritats- 
eigenschaften der Bewegung% von denen frdher die Eede war, auf den 
vorliegenden Fall unnaittelbar Hbertragen, indem wir die Sehlilsse von 
Kap. IV, 4 wSriiich wiederholen. Es andert sich. also t und f j 
tun einen bestimmten Zuwachg, namlicli nm eine sog. ^Periode", 



Ygl. Pois8on 4 Traitd de M^caoii^iie n t Hr. 4S4 ff. 



518 VI. Anhang Bcr anf der HorizoBtaleberae spielcnde Kreisei 

rend die Integrationsyariable . zwischen denjenigea beiden Wurzel- 
werten e$ und e, YOU U bin- mid hergefulrt wird, die im Intervalle 
I und + 1 liegen. 

Diese Periodizitat tritfc besonders deutlich in der Bahnkurve her- 
vor, die der Stutzpunkt auf der tragenden Horlzontalebene beschreibt 
und die jetzt passend an die Stelle der in Kap. IV betrochieten Baku- 
kurven tritt. Wir konneja okne Beeinkachtigung der Allgemeinheit 
aimehmen, dafs die Projektion S f des Schwerpunktes 8 auf die Hori- 
zontalebene festliegt ? dafs also die torizontale konstante Schwerpunkts- 
gesch-windigkeit im besonderen den Wert Null hat. (Im aadereii Palie 
brauchten wir in der Horizontalebene nur statt eines festen ein mifc 
der liorizontalen Schwerpunktsgeschwindigkeit gleichformig fortschrei* 
tendes Axenkreuz zn Grunde zn legen; die im folgenden zn zeichnende 
Figur wiirde dabei in Richkmg dieser Gescliwindigkeit in leicht er 
sichtliclier Weise auseinandergezogen werden.) Unter dicser Annahuie 
wandert der Schwerpunkt auf der festea im Punkte S' errichteten 
Vertikalen auf und ab und die Bahuknrve zieht sich. zwisclien wei 
konzentrisclien, um den Pnnkt 8 f bescliriebeiieB Kreisen bin and her, 
die den. beiden N"eigungen cos ^ = e und cos & *=* e^ der Figurenaxe 
entsprechen. Aus den genannten Periodizitatseigenechaften folgt dann ? 
dafs die aufeinander folgenden Bdgen der Bahnkurve zwischeix dea 
beiden Kreisen ,# und e^ wechselweise symmetrisch und kongraent 
verlaufen. Zur qualitatiyen Veranechaulichung der Bahnkurve koxxnen 
direkt die friiheren. Figuren aus Kap. IV, 1 und 2 in Binngemlfaer 
Modifikation dienen; fiir einen besondoren und besonders wichtigen 
Fall werden wir die Bahnkurve im Folgenden genauer berechnen, mud 
die soeben angedeuteten Cberlegungen im Eijizelnen durchfiihren. 

Andererseite wurde die verschiedene Bauart unseres Z7im jeteigen 
und friiheren Falle auch manche Untersohiede in der weiterett artaly- 
tischen Behandlung mit sich bringen. Man bezeichnet die Integrale 
in (8) und (8') ; da sie um einen Grad komplizierter sind wie die 
friiheren elliptischen Integrate^ als hyperelliptiscJie, Der Untenschied 
beider zeigt sich besonders ini komplexen Gebiete, wentu wir versuehen 
wolltezL, unsere Grofsen u und ^ als Funktionen der Zeit fiir alle 
(auch die komplexen) Werte von t darrastellen*), Es ist aber nicht 
unsere Absicht, auf die hierbei auftretenden Schwierigkeiten irgendwie 

*) u imd ty sind im Komplexen nicht melir eindetitiga Funktionen von ^ 
aber lassen sich, wie man in der Theoxie day sog. autoxnorphen Fuxiktioneii 
zeigt, w, ty und t $%r den jganzen komplexen Wertebereicli durch eine Htllfs- 
variable eindeutig darstellen. Vgl. hierzu F. Klein: The mathematical theory 
of the Top Princeton Lectures. New York, 1897, insbes. den letztan Abschnitt 



10. Der auf der Horizontalebene spielende Kreisel. 519 

einzugeken. Fiir die mimeriscke Bekerrsekung der Kreiselbewegung 
im Reellen, die dock allein unger Zweck sein kann, wiirde bei dem 
gegenw'artigen Stande der Tkeorie auf diesem Wege nickts gewoiuaen 
werden. Eker wiirde sick kierfiir ein Verfakren empfeklen, welci.es 
Weierstrafs*) in allgemeinen Ziigen fur alle aknlicken Probleme 
entworfen hat und welclies darauf abzielt, u als Fmaktion von t dnrcb. 
eine trlgonometrische Eeilie mit beliebiger Grenauigkeit 211 bereekaexi. 
Indessen konnen wir auch von den Merdurch bedingten, immerMii 
ziemlich. ttmstandliclien Rechntnigen abseken, da wir tms ? wie oben 
begriiadet wurde^ mit einer geringen Grenauigkeit begntigea werden. 

Spezieil werden wir uns fiir das Analogon der firaher behandelteu 
pse'iidoregularen Prllcession interessieren, weil diese durcii die gewoiin- 
lichen Antriebsvorrichtmigen in der Eegel realisiert wird. Wir wollen 
also voraussetzcEj dafs der Eigemmpnls N ? ,selir grofs sei^. Dies soil 
(vgl. pag. 293) bedenten, dafs das Quadrat von N grofs sei gegeniiber 
der gleichbenannten Grofse A P. Z. B. konnen wir voraussefczen: 



Feruer wollen wir etwa annehmen^ dafs der Kreisel zn Beginn der 
Bewegung (t == f ) keinen seitlichen Anstofs bekommen hatte ? dafs also 
seine Anfangsbewegung aus einer reinen Rotation urn die Figurenaxe 
bestaaid. Bann liegt der anfangliclie DreHinpuls in Riclitung der 
Fignrenaxe und ist mit N zu bezeiekaen. 1st die anfangliche Neigung 
der Figurenaxe gegen die Vertikale # nnd setzt man cos 0* = e Q) so 
wird die Projektion des DreMmpulses anf die Vertikale 

(9) n^Ne,. 

Ueberdies erkennt man ? dafs fiir t ~ ^ notwendig u' = sein mnfs. 
Derm die Figurenaxe ist nack Voranssetznng zn Beginn Rotationsaxe, 
kann also ikre Lage im Ranme momentan nickt andern. Aus u = 
folgt nack GL (8) Z7- 0, i L 

N* - n* = 0. 



Hierans entaekmen wir den fiir unsere Bewegung giiltigen Werfc von 

fay indem wir n nach (9) durck N ausdriicken, BBinliek 

(10) 2Ah^2APe Q + N*. 

Wir woEen ztmackst U in seine Linearfaktoren spalten. Im Zakler 
von U mnfs sick der Faktor e Q u keranszieken lassen, da ja Z7 fiir 



*) Uber due Gattung reell periodischer Fnnktionen. Monatefeerichta 
Berliner Akademie 1866, pag. 9T, 
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u . yersekwindet. In der That ergiebt sick ans (7) mit BUcksictt 
auf (9) mid (10): 

IT-- fa~~ 
v 



Die welter-en T^rschwindiingsstellen des ZaHers rad Neniiers im$gen 
^, ^% "bes, e htiUsen. Indem man den Nenner gleich. Null gs0tet f 
findet man: 
(12). #-1 + 5! 

femet ergiebt sicli dureh NuJlseteen des ZShlert und AuflSsnng einer 
quadratisclieii Gleichung: 



(13) 



\e \ 1st d^r geomtrisch.en Bedeutxing nact < 1, |e| uacB.' QL (12) 
Da wir ^P : JV 35 als Heine Zahl Toraussetzen, honneii wit, um die 
Grofsenordnung voU ej und ^ festzustelleii, die Quadratwnrael in (13) 
dieser Grofifc entwickeln und erhalteH: 




Bfi * 1st also ^ wenig kleimer wie ^ , 6 2 sekr gtofs. Die gegenseitige 
Lage der ftiirf Stellen ^, c^, e a> a wird duret Fig. 60 veraaischauliclit. 



Fig. 09, 

Dutch seime Lineariaktoren dargestellt, nimmt dfcher U die Powa 
(15) g _jg(*-)(-Ofc-0 

x ^ ^ a (e* u 1 ) 

' % ?^ 

der Faktor berechnet sick darans, dafs sick 17 wok der 

DarsteEmig (11) fdr u ~* cso wie -- u yerkalten mnfs. 

Betraekten wir nun das Integral (8). In diesem mnfs t* not- 
wendig swisdben den Qrenzen 1 und + 1 liegen imd dt reH toaid 
positiv sein. Beginner wir also die Integration, mit dem Aofiuoga- 
werte Ae , so mufs u zun&ekut abnekmen bis , dan 
bis e$ n. s* , da einer Untersckjeitnng von <? t 
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YOU ain imaginarer Wert YOU dt entspreclien wiircle. (Daxnit dt 
ausfSllt, ist es nnr notig> das imbeBtimmte Yorzeicken YOB 
jedei Umkehr der Integrationsrichkoig ebenfsUs itzoanoksebreiL) 
IntegrationsYariable u- ist also auf das enge Gebiei sswiselieii e 
e t eingeselirankt Wir schliefsem damns, dafs sich der Fakior 
e s ft wahrend der Integration nur sekr wenig andert, da seiH Maxinmm 
c a 1% und seiii Minimum c g - e$ sowoM wegen der Qrofse YOU ^ 
wie wegen der Bleinheit von e ^ nate zUsammenfallejL Wir konaten 
ilm iiieraack annakernd konstant setzen^ etwa gleick 

e^-u Q , wo 

(8) und (15) ist nun die gewwe Zeit gegeben durch: 



der Anfongskge w = e enteprechenden Zeitpunkt be- 
aeielmei Wir fBtren daneben eine rnigmSh&rte Zeltbes&nmuiig ein, 
indem wir ^ u dnrcli den angegebenen Nahenmgswert e s 4 r- 
iclireibeji also: 



Diese beiden Zeiten stehen^ wie man leicht einsielii, in der Be^iehung 
dafa stets 




Haben wir also den angenahertan Wert der Zeit begtimm^ so ist 
damit der wahre Wert innerbalb sehr enger Grenssen bekannt Um diese 
Grenaien noeh, nater festssusetsBen, schreiben wir naet (14): 




Wean *. B 7 wie wir pag. 519 voratiisetastea, JXT S > 100 AP ist^ so weichen 
diet GrS&en von der linheit nm weniger als K)" 4 nwh der eineff 
oder anderexi Seite ME, ab tmd nnsere angenaherte Zeitbestimmimg 
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untersckeidet sick you cler wahren uw weniger als ;A" () %- Fiir prak- 

tiscke Zwecke diirite diese Abweickung iiberkaupt nickt in Betracht 
kommen. 

Durcli die Einfukrung unserer angenakerieB Zeit ist aber das Pro- 
blem ans dem Grebiete der kyperelliptiscken in das der eJliptisckeu In- 
tegrale yerlegt. Wir konnten auf das Integral (16) die friikeren Me- 
tkoden iinmittelbar anwendeii und u als dliptisclie function der aw- 
genahertm Zeii t r darstellm. Die erforderliche Peb-lera-bschatzuiig iafsfc 
sick alsdann aus der Ungleicliioag (17) entnehmen. Wir wollen aber 
noch einen Soliritt ,weiter geken iind die Bereckirang auf elementare 
Funktionen zuruckfukreB. Bemerken wir zu dem Zweck ; dafs sick anck 
der Faktor e*u 2 wegen der Kleinkeit des Integrationsinterrallos e c t 
BUT wenig andert und nakerniigsweise gleick 

-v 

gesetzt werden kaiin. Dementspreckend fdhren wir eine zweite ge* 
nakerte Zeitbestimratmg ein, indem wir sckreiben: 



^ 

o 

Zwiscken t und <" bestekt dann die Ungleickung: 



Die Gxenzea, die kiemack dem wakrea Zeitwerte gezogen sind ; sind 
nickt mekr so enge wie Yorker. Man berecknet jiamlick nack (14); 



. __ - APe e (1 -,)_, 

-{- !_ y -j | 



__ 

__ -- _ ^y - 




2 6 

-. 

Diese i 1 aktorea weicken also miner nock ran weniger als -=OT 10"" 2 VOE 
der Einkeit ab; da die in (19) aiifserdem nock kinzutretenden Faktoren 

T/'fr- .............. * wad T/-"3' ......... g T011 tokerer Ordnung gleick 1 waren, so ist 

' *& i ' *a ^o 

damit auck die Abweickung der wakren Zeit t von der angeuLakerten 
Zeit t" festgestellt. Diese Abweickting betragt weniger als 1% der 
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wahren Zeit, 1st also nicht mekr so Hein, wie Yorker, aber far unset 
Zwecke klein goisug. 

Das Integral (18) fdhrt auf eyklometrische Fnnktioneii. Der Be- 
quemliclikeifc wegen fiihren wir die Abkiiraingen s , v, 03 ein ; indem 
wir setzen: 



du /*_? 

1/5 5)&r=^) "" J y? 17 * 




co bedeutet dabei die naherungsweise berechnete Zeit ; "watrend welcter 
tf das Integratlonsinteryall von e "bis ^ oder t? das entspreciende Ge- 
biet von + bis s einniai durctlaufi. Wir nenaen a die ;; halbe 
Peri ode der Kreiselbewegung", Sie ist gleicli derjenigen Zeit, wahrend 
welcher die PigureHaxe aus der einea aufsersteu Neigung e Q in die andere 
SuCserste Neigting % oder aus der mittleren Neigung % in eben diese 
N"eigBng auf kiirzestem Wege zujfickkekrt. Nacli der Zeit 2o wieder- 
holen sich die Neigimgen der Figurenaite periodisch. Der nocb un- 
bestimmt gelassene Zeitpunfct t Q moge der Bequemliclikeit halber gleich 

y genommen werden, der Nullpunkt der Zeit t" also mit der mittleren 

Neigung der Figurenaxe (v oder tf = %) xixisaininen&lleii. G-leicliiiBg 

(21) geht daan uber in: 

(22) r-^awdn-f. 

Es liegt auf der Hand, dafs wir diese BezielmBg lieber , 5 um- 
kebreii" raid m der fblgenden Form scbreiben werden: 

(23) v = B sin ^~ oder ^ = % + sin * 

Damit sind die wecbselnden Neigrwigea der Figurenaxe in exploiter 
Weise als FunMon der angenah&rtm Zeit t" besehrieberu TJm dea bei 
dieser Bereckming zngelassenen Fehler abssuschatzen, d. k nm den Wert 
YOU u f der zu der watren Zeit t gehort, in Grenzen einzuscliliefsei^ 
brancheu wir nur die Ungleicbnng (19) in gewisser Weise ebenfalls 
nmzukehren. Diese Ungleieliuag sagt uns ; wieweit die wakren und 
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angenaherfceB. Zeitea> die &u gleiehem u gehoren, feochstesis von ein- 
aader abweichen. Wir kSnnen sie auch so sekreibem: 



Der wahre Wert von u, A fa, der Wert ron tt zwr Zeit #, mufs hier- 
nacli gieicbi einem. derjcnigen Werte sein 7 welctte sich Bact Formel (23) 
ftir das vorstehend beaeicluiete Inteirall der angenaherten Zeit bestimmen. 
Da (YOU der Umgebung der IntegratioESgrenssea e und e t abgesehen) 
mit wachseiidem ^ bestandig wachst oder bestajidig abnimnit ? so 
konmen wir auch sagen: Dr waJire Wert vm u ist &wi$chen denjmigew, 
Wertm mfliUen f wdcke sidi, fw die afigenaherten Zeitpnnkte 






Gleictmng (23) 6er^wm. Die gewtinsclite PeHerabsciiatKung 1st 
damit geleistet. 

la entsprechender Weise Terfahren wir mit dem Wink! ty in 
GL (S 7 ). Setzen wir ftr n und U die Werte ans (9) nad (15) eia, so 
ergiebt sick sun'ackst 



(25) 



Wir koBnten anch Mer wieder eim angeH&hertes Azimuth 
wele'iieg sicli dnrch ein elliptiicb.es Integral bereclmeE la&t^ iadem 
wir dem Faktor 6 S tfr ereetzen dureh % "i , IndesseE gebea wir lieber 
gleieh eiaen Sehritt welter und sebreiben: 

" 



sodafe siet die weitere Beehnmig im trigonometrischen Gebiete abspieli 
Wir substituiereii als Integrationsrariable die angenaherte Zeit #"; nach 
Gi (18) iind (23) habeH wir 

gf ' l/- tt ?*'-T 

** r ip- 



dalisr 
(27) 
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Die Integrationskonstaiite wttrde Merbei so gewabit, dafs ^" Yer- 
scliwlndet fur t" =* * 0/2. Wiedemm ist der angenciherte Wert wn 
ty als explizite Funktion der angetiahertm Zeit t" dargestdlt. 

ZwiBcten dem wakren Azimuth $ und dem genaherten #" besteht, 
wi der Vergleieli YOU (26) und (25) ergiebt, die Besiehtaig 



(28) 

^ ^ 



Da foeide Faktoren ? mit denen $" mtiltlpliziert ist ; wenig YOU 1 rer- 
sciiieden sind ; ist Merdurcli der israhre Wert von ty mit HfiKe des an- 
genalieitea in enge Gren^en eingescHossen. 

Dnrch. ^ und lassen sici. die !il>rigeii anf die Kreiselbewegnng be- 
zfigliclieB. Grofsen darsteEen, Besonders werden wir uns fiir die Xfahn* 
Tcnrm des Sttit#$unJtte$ in der trageaden Horkoiitalebeiie intere8siereii ? 
well diese bei der Bewegnng in erster Linie ins Ange fallt und sicb 
aucls experimenteE bequem aufzeichnea lafst (vgL da folg. Kap. 10). 
In der Horizontalebene breiten wir nns etae kompleTe Variable | aus ; 
jsodafs der Nnllpunkt derselbeii mit detoi Ptmkt S' stisammenf allt. Den 
wedaselnden Lagen des StUtzpuBktes entspricht dann eine Folge TOB 
|-Werten und die BabukurTe sowie das Zeitmafs, ia dem sie YO& dem 
SMtzptmkt durclilaufen wird ? sind Tollstandig b6kannt ; wenn wir diese 
|~Werte als Funktion der Zeit in det Pona | = f (f) dargest^llt haben. 

ZBnacb.st isfc der absolute Beirag von | nach Fig. 68 leicht 
geben; es ist n'amlich 

(29) j 1 1 - OS' - E sin # - J& i/T^J?. 

Sodann ist der Winkel d8 Strahleis OS' (der Projektion der 
axe aof die Borizontalebene) g^geu ei&en beliebigen festen Strahl dieaer 
Ebene bis auf eine Konstante gleieb. dem Winkel ^ ? den die Knoten- 
linie gegen eine beliefeige feste Korizontale Gerade bildet. 

Die Gleichung der Baknkurye schreibt gict dalier in der folgenden 
Form; _ _ 

(80) {-Byr^t?e% 

wobei die Berechanng YOU u und iff naci. GiL (23) und (27), die Fekler- 
bestimjnung naefa. TJngleicliting (24) und (28) zn erfolgen kat. 

Wir wetden den Gang <ler Eedinnng sogleicl. an einem ZaWen- 
beispiel orlautern. Vorher wird es gut seln, urn den Ckarakter det 
Bahnkmre zu TeraHschaulicben, weniger genau zn yerfahren. Wir wollen 
einmal den UitterseMed zwis^lien wahrer und genaher t0r Zeitbestimmung 
yeiKiaehlassigen und auci. sonst einige Vereinfoelmngen eintroten lassen, 
die sicli durch Exitwicklung" nach der als klein Torausgesetzten Gr5fse 

Kiaia-Sommcrfeld, KreiaeLfcewegung, III.Aufl. 34 
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ergeben. Wir sckreiben in dem Siune: 




Hiernaek wird die vereinfaclite ftleiclrang der Bahnkiirve 




(3D 

Dieselbe legfc folgende Deutung nahe: Im Mittel bewegt sicli der 8ttte- 
punkt um den festea Puiakt 8' auf einemKreise vom Radius E ]/l S * 

jp 

mit der konstanten Wlnkelgeschwiiidigkeit == heram. DIeser Teii der 

Bewegtmg wird als erne regulare Pra$e$$ion der Figurenaxe zu be- 
jBeichneB. sein. Ihr iiberlagert sich eine Schwankung oder Nutation der 
Figurenaze von der Periode 2w } vermoge deren sowohl Grofse als 
Elchtung des Fatrstrahls S f O periodiseh. abgeandert wird. Zeitdauer 
nnd Betrag der Nutation sind gering^ desgL im aUgemeinen die Winkel- 
geschwiiidigkeit der Prazession. Die Sahwkiwve des Stutzpwnktes be- 
steht dah&r aus einem Kreise mit ^Mreiehen auf ihm mfsitftenden Zacken; 
sowohl wegen ih/r&ir Kleinheit wie weg&n der ScJwdligkeit, mit der sie 
dwrchlaufen werden> mtsiehen sich die Nutationm der groben 
imd die Bewegwng erscheint in wrstev Linie als eine regMre 
Sie hat gamfc denselben Charakter wie die frdhere pseudoregulaxe PrS- 
des Kreisele mit festem St^tzpunkte und stimmt mit dieser 



JP 
atzch in der Ghrdfse der Prazessionsgescltwiiidigkeit ^ tlberein. 

Wir kommen HUH zur genaaen DorchfUhrtuig eines Zablenbeispiels, 
Unser Bieisel sei ein homogener Eotationskegel von der Hohe A8cHi, 

sein Sckwerpiuikt 8 Hegt in der Entfemiing E -j- "h = 6 cm TOE seiner 

Spitze 0. , Soil dae fiir den SebwerpunMi koEstruierte Tragheitsellip- 
soid eine Eugel sein, so mufs der Radius des Gfrandkreises r gleich 
der halben Hdhe sein. Man fimdet nSnalidi toisoliwer fiir die Tragheits- 
moment C 9 A,^ A um die- Figurenaxe^ beasw. nm ein zur 
senkreckte Axe durch 0^ bexw. UWL eine ebensoleh Axe diirch 8: 

A - M t* + 
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wo M die ges&mte Masse des Kreisels ist Durch Grleieisetziea der 
Werte von A nnd C ergiebt sich. in der That 

r y h 4 cm. 

Mithin wird 

48 

10 * 
nnd 

dLc^A e s ^ i t A ^ i IBS 
aSO'^a M TO - 

Die anf'angliche Rotation, welche nm die Fignrenaxe erfolgen ollte ; 
naoge die Umdrehungsxalil 20 pro Seknnde besitze% sodafis die Winkel- 
geschwindigkeit 2^-20 betragt. Es ist dann 

JV 2 . 4n* - 400 - JL 2 
und 

40-48 - 



981,0 . 6 

Wir haben also dieses Verhaltnis erheblicli kleiner gewajalt, als es yor- 
lier vorausgesetzt wnrde ; weil sonst die zn zeicknende Figur gar zti 
wenig charakteristisch. ausfallen wiirde und die Balmkurve von einem 
Kreise kaum zu unterscheiden ware. Der Grad der A mi aliening, der 
sict ja wesentlicb. durcli die Grrofse dieses Verlialtnisses bestimmt, wird 
dementsprechend im folgenden efcwas weniger giinstig ausfallen, wie 
bei der allgemeinen Betrachtung. Dies sch.adt indessen nictts, da utti 
an dieser Stelle nicht die Kleinlieit des Feblers eondem seine Ab- 
schatzung in erster Linie interessiert. In der Anfangslage (zur Zeit ) 
moge die Pigurenaxe den Winkel 45 gegen die Vertikale bildeflu Es 
ijgt dann 

e Q j/Z . 0,707. 

Die Grofsen ^ und e^ ergeben sich. durcli Nullsetzen des Zahlers von 
E7 ? also nach. (11) durcjfa. Auflosen der quadratiscten Gleickung: 



Setzt man. die angegebenen Zahleuwerte filr -j^= und c ein, so erhalt 



man 



u - 6,439 = - 8,552, ^=0,609, Cg - 5,830. 
Es wird daher 

= Vr_fi = 0,049, = 5ti^ = 0,658, S = 0,433, 



$4* 
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nad 

^^L_^L _ 0,220. 
A i V ; 

Wir berecknen Doch die folgenden Faktoren, welche nach (24) und 
(28) flit die FeMerabscliatziiBg wesentlicli sind: 



- 1 - 4,6 . 10= - 1 + V 10-, 



_ i + 1,9 . 10- 1 . 

' ' 



Nxin bcstimmen wir die Bahnkurve und zwar heispielsweise dasjenige 
Stack derselben, welches yon der Anfangszeit t = t ^ bis zur Zeit 
t = t. = -- durchlaufea wird. Zwischen diese beiden Zeitpunkte schalten. 

& 

wir nock fiinf aquidistante Zeiten t lf 2 , t s , t^ t$ ein. Die Lange eines 
zwischen ihnen entlaaltenen ZeitinterraJIes betragt dann -jr * Diesen 

7; wakre3i" ZeifcpuiikteH ordnen wir nach GU. (24) je zwei ;; angenalierte a 
Zeitpunkte 2zn. 

Z* B. gekoren zu ^ die beideit Werte 

r - ^ - (1 - 4,6 , 10^) . und r _ ^ _ (1 + 5?7 . 10 - 9) .. 

Bilden wir libber das Prodnkt ? , Belches in uHSem Formeln als 

Argument der trlgonottietrischeii FunktioHen vorkommt, und driicken 
dieses in 6-radinafs aixs, so ergiebt sich 

i . + i _ 46 . 10- 2 ~ - 90 + 28 37' 



?J1 ^ !L + (i + 5 ; 7 . io2) |_ _ 90 o + 31 o 43; 

Each <jl (23) gehoren zu diesew beiden genajberteD ZeifceH die folgen- 
den beiden u- Werte: 

u - ? 658 + 0,049 cos (28 37') - 0,701 
bezw. 

u - 0,658 -f 0,049 cos (51 43') =- 0,699. 

Mithin kann der wahre Wert ^on,w zur Zeit t t gleichgesekt werden 

u = 0,700 0,001 ; 
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iinter & (ebejiso wie unten unter & f y &" . . .) einen unbekannten ecliten 
Brueh verstanden, 

Aus den Grenzen fur u ergeben sicfa. entspreehende Ghrenzen for 
die Lange des Vektors S'O E ]/l **?. Bracken wir letetere in mm 
eras, so linden wir dafiir die beiden aufsersten Werte 42,78 und 42,90 mm, 
Wir schreiben daher fSr i = ^: JB ]/l e 3 == 42,84 ' 0,06 mm. 

Es handelt sick sodana nm die Biehtung des Vektors S'O zur 
Zeit ^ 1? also tun den Wijikel ^. Wir bereckaen znaaciist die Nalieruiigs- 
werte ^" 7 welche nacli GrL (27) zu den oben aEgegebaneri Gresizwerten 
Ton i" gehoren, n'amlieli far 



1. = 90 + 28 37; 0" = ? 220 (28 37' - ^ sin 2837'J - 15' 
2 - 90 -f 31 43', #" = 0,220 (31 43' - ^ sin 31 43') - 21'. 

Der erste dieser Werte entspricM der Neignng u = 0,701 der Figuren- 
axe; die Unsicherheit desselben folgt aus der TJngL (28), welche besagt, 
dafs fur den wahren Wert von ty bei eben jener Neigung gilt: 

(1 - 1,6 10- 1 ) 15' < * < (1 + 1,9 10- 1 ) 15' 
oder 

Ebenso ergiebt sicli ftir den wahren Wert von ^ bei der Keigung 
u 0,699 der Figurenaxe aus (28): 

(1 ~ 1,6 - 10- 1 ) 21' < ^ < (1 + 1,9 - 10- 1 ) 21' 
d ' k . 18' < ^ < 25'. 

Da znr Zeit t=*t iy wie wir saken, die Grofse u jedenfalls zwischen 
u = 0,701 und 0,609 liegt, mufs der Winkel ^ jedenfalls zwiselieu 13' 
und 25' enthalten sein. Wir sckreiben daber ftr t=*t t : 

$ = 19' " - 6'. 

In derselben Weise sind die Grofsen u, JS yl u\ ^ ftir die Zeit- 
pnnfcte #== # 2 , Aj, ... zsn bestimmen. (Ffir den Anfangswert t^t er- 
giebt sich offenbar und zwar genau u = % 0,707, JE]/1 w 2 ==42,43 mm, 
^ 0) Das Besultat der Eoclinting enthalt die Tabelle von pag. 530: 
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Fig, 70. 



Anf Grand dieser ZaKlen ist Pig. 70 gezeichnet Sie aeigt, 
sict die BahjJrarye zwischea den fceiden Begrenziuigskreiseii TODPI Eadins 
Eyi 2 =* 42,4 mm .und JS ]/! ' ^ *. 47,6 mm hm- und liemelii 
Den grofseren der beiden Ereise tangiert sie ; auf dem Heiaeresi sitet 
sie mit Spib&en auf. Dafs wir mit begrenzter Genauigkeit reckieten, 
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kommt darin znm Ausdraek^ dafs die Baluxkurve nickt als mathema- 
tisclie Linie soiidem als Streifen von weckselnder Breite ersekeintj 
ferner darin, daft den Zeitptmkten t t kein bestiminter Punkt der Linie, 
sondem eia gewierser Bereicli des Streifens ent:spriekt ? der in der Figor 
keantiiek gemaclit 1st. Dieser Bereicli wird mn so grolser ? die Sicker- 
heit iiBserer Eecknimg also tun so geringer ; je waiter wir mm TOJX der 
Anfangszeit t ~ t Q entfemen. Die Zeifrpunkte t_ lf #_ g ^ . . . geJh.n der 
Aitfasig&zeit % in demselben Abstande Yorker^ wie die Zeitpraikte 
^tf ^, . * . ilir folgen. Die Balmkurve ffir i < ^ rgiebt sich. sas der fitr 
* > ^ ejnfeoh durck Spiegelung an dem Strakle ^ 0. 

Man wird beim Anblick unserer Figur ztigeben ? dafs unsere an- 
genakerte Berecknimg kinsicktlieli der Gestalt der BaJmkiirre alien An- 
^prQckeii gen.figt ; die man vom naturwisgenscliaftEcliea Standpioikte azis 
aa die Losung der Yorliegenden Anfga.be stellen kami^ Mmsicktlich des 
Z&ikmafseS) in dem unsere Bakukurye durchlaufen wird^ Trann man 
zweifelkaft sein, ob nnsere Annakenmg befriadigt^ da %. B. ftr t = ^+5 
der Bereick^ innefkalb dessen die Lage des Stiifepunktes nnsicker ist, 
eiwas grofs wird. Indessen konnen wir geltend macken ; dafs in dieser 
Hinsickt die Grenauigkeit unserer Becknung etwa parallel derj enigma 
Genanigkeit geken mag ; mit der sick der Ort dea Stttzpnnktes 211 einer 
gegebenen Zeit durck eine niekt besonders verfeinerte Beobacktimgs- 
metkode feststellen lafst, 

Vor allem aber miissen wir bedenken, dafe der wirHicke Be- 
wegungSTerlauf dturck die Eeibting an der IInterlage> TOB der wir in 
diesem Paragrapken abgeseken kaben, in kokem Grade entstellt wird, 
Wollten wir daker die vorangekenden Baekmingen versckarfen ; oBne 
dabei jauf die Reibung Etcksickt zu nekmen^ so kiefse dieses ? sick 
mit Kleinigkeiten anfkalten und die Haiiptsacke Terfeklen. 



Kapitel YIL 

Tlieorie nnd WlrkllcWkelt EinfMs der Reitamg, des Luftwider- 

stoles, der ElastMtat von Material und Umterlage auf die Kreisel- 



L Der Gegensats awischea rationeller und physikalisolier oder 
Mmmlisclier und irdisclier 



Man bezeicbnet $eit alterslier die abstrakte Mechan5k ? welclte die 
Fiille der Bewegungserscheinungen durch. mathematisclie Deduktion ans 
wenigen Gruiidsatjzen abztd^iten bestrebt ist, als mtionelle ( dedtiktiye) 
Mecbanik. Danebeia tritt diejenige Bebandlxitig der meehajiischeii Pro- 
blemQy welch die Wirkliclikeit in ausgiebigerer Weise nait Hin2uzieliuii,g 
yon ErfabrTmgstliatsacb.eii und Experimenten beriicksichtigt^ fast etwas 
schtichtern als yihysikalische (== induktive) Meehanik auf. Angesichts der 
weitgebenden Abweiclmngen aber zwiscben den Besultaben der ab~ 
strakten Theorie und deu Tlxatsaeben der Wirklichkeit mocbte man 
die Prage aufwerfen, ob nicbt fur die MebrzaH der Anwejadungs^ 
gebiete die physikalisclie Meebamk in. Wabriieit die ratioBelle und die 
sog. rationelle in Wahrbeit hocbst trnpbysikaliscli und irrationell ist. 

Der Grand fiir die uns standig entgegentretenden Differenzen 
zwiscben Tbeorie und Wirklichkeit Hegt ; wie allbekannt ; ia dem Auf- 
treten von Energie yerzehrenden oder Energie zerstreaenden Kraften. 
Die abstrakte Tbeorie stellt sich gerne so ; als^ob diese Krafte nur 
sekundare Bedeutung batten, als ob es sicb. dabei um Ersebeinungen 
izweiter Ordnung bandelte, welche das Gesamtbild zwar trilben aber 
nicht yollig entstellen konnen. Ein etwas krass gewahltes Beispiel 
mog uns lehren, wie'weit diese Annaime sautrifffc. 

Die deutschen Infanteriegewehre, Mo dell 88 und 98, erteilteti den 
verschiedenen Grescbofstypen Anfangsgeschwindigkeiten v zwiscben 620 
und 000 in/sec. Sofern wir den Luftwiderstaud und die Luflreibung igno- 
rieren wollen, die bier als Energie verzehrende Momente ins Spiel kouimen, 
ist die Flugbabn die bekannte Parabel, und die grftfste Schuisweite wird 
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erzielt bei einem Abgaagswinkel (Elevations wink el) von 45 gegen die 
Horiziontale. Nach den elementaren Gesetzen der Wurf bewegungberechnet 
sich die bei den genannten Scbiissen vorkommende groiste Erhebung H 
des Gesckosses fiber den Erdboden und die Sckufsweite W aus den Pormeln J 

H~* ?- . 10 bis 20 km, TF--- - 40 bis 80 km. 

*ff 9 

Die grofsten, allerdings nur unsicker beobackteten Sebufsweiten aber liegen 
zwiseken 3600 und 4600 in, bei Abgangswinkeln von 32 bis 36. Die 
kocliste Erliebnng des Geschosses wird bei diesen Balmen weniger als 
1 km und liegt nicbt, wie bei der absirakten Wurf bewegung ? in der Mitte, 
scndern etwas dabinter 

Ein ansctauliclies Bild Ton die- 
sen Verhaltnissen giebt die neben- 
stehende ? filr v = 620 m/sec, gezeich- 
nete Figur* Sie seigt ; dafs die unter 
VernachlSssigung des Luftwiderstan- -*-M JG *<~' ^ ^ 
des bereeiinete ^ahn ( ? ,ber.") aucb 
nicht eine entfernte Annahernng an die wirkliche Babn (^beob/^ giebt. 

A as besonderen baUistischeii Grilndeii sind die Beobacbtungen bei 
grofsen Erhohungen selir luckenhaft Aber anck schon bei den praktiscb. 
vorkommenden Erhohungen besteheti iiberraschead grofse Differeozen. Bei 
v 900 m/sec. und emer Erhebung 9 4y g ivare die widerstandsfreie 

s 
W sin 2 q> ?= ca. 13 km; 

y 

die Schnfstafel ergiebt aber nur 2 km ; und dabei sinkt die Geschwindigkeit 

auf ca. 150 m/sec. herab! 

Allerdings denkt niemand daran ; in den baUistisehen Problemen 
den Luftwiderjstand zu vernachlassigen. Audi kann zugegeben werden, 
dafs sein Einflufs bei geringeren Gesckwindigkeiteii nickt so stark ins 
Gewicht fallen wird, wie bei den hoten Gescbwindigkeiten der 
modernen Scimfswaffen. Denn es ist tkeoretiscli verstandlich und durch. 
die Beobachtung bestatigt, dafs mit wachsender Gesehwindigkeit und 
ganz besonders in der Nane der Scliallgescltwiiidigkeit der Luftwider- 
stand rapide zunehmeu mufs. Trotzdem durfte uiiser Beispiel geeignet 
sein ; uns Tor einer t^berscliatssung der Ergebnisse der rationellen 
Meciaanik und vor eiaer Untersehatzung ron sog. ?J Nebenumstanden^ 
wie Eeibung etc. KU warnen ; die gegebenenfails leicht zur Hauptsacke 
werden k5nnen. 

Die Abneigung der matkematisclieii Schriftsteller vor der luangriff- 
nalime der Eeibimggprobleme mackt sick sckon bei dem grofsen Be- 
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grander der analytischen Mechanik, bei Lagrange, geltend, Er er- 
wahnt an keiner Stelle seines Werkes die Eeibung der festen Korper 
auf einander, Diesem nicht nachahmenswerten Beispiele folgt auch 
Kirchhoff in seinen Vorlesungen tiber Mechanik. Und dock ist die 
Eeibung, nachst der Schwere, wohl die wichtigste Kraft in unserem 
Dasein. Gewohnlich wird sie als etwas Schadliches und Unerwlinsclites 
angesehen. In der That rfihren die Energieverluste und dalier die 
Betriebskosten bei all unseren Maschinen, Fahrzeugen etc. zum grofeten 
Teil von irgend einer Art Eeibung her. Es Mefse jedoch ungereclit 
sein, wenn man die woHthatigeE Seiten der Keibung yerkennen wollte. 
NUT die Eeibung ermoglicbt es tins, dais wir nns auf tuaserer Erde 
nach Belieben vorwarts bewegen konnen^ sei es durch die Kraft unserer 
Grlieder ; sei es mit Hlilfe irgend eines Q-efatrtes. Man erinnere sich 
z. B., dafs im Betriebe der Strafsenbalmen ; wenn durch EisbUdtijig 
der wohlthatige Einflufs der Eeibung zwischen Ead und Schiene ge- 
schw'aclit istj der Wagen nicht von der Stelle kommt. Weiter abar: 
Die Eeibung ennogliclit es mir ; den Federhalter zwischen den Fingem 
zu halten ; falls ich nur entsprechend dem unten zu besprechenden 
Eeibungagesetze die Finger mit einem geniigenden Druck gegen 
den Halter presse. Die Eeibung verhindert die Biicher ; die auf meinem 
(doch gewifs nicht genau horizontalen) Schreibtische liegen ; der Sdiwere 
folgend zur Erde hinab zu gleiten; sie verhiitet, dafs der Berg ; der 
vor meinem Fenster liegt, zu Thale kommt und die Stadt verschdttet 

Woher rukrt es nun, werden wir tins fragen, dafs ferotz ihrer 
mafsgebenden Wichtigkeit fur alle irdischen Verhaltnisse die Eeibung 
in der theoretischen Mechanik lange Zeit wenig Beachtung fand? Ein 
Grund hierfi)r ist historischer Natur. 

Das alteste Anwendungsgebiet der mechanischen Lehren und der 
alteste Zweig der mathematisohen Naturwissenschaft tiberhaupt ist die 
Astronomic. Die Begriinder und Hauptforderer der Mechaniky Galilei, 
Newton, Lagrange, Laplace haben wesentlich astronomische Fragen 
bei ihren Untersucliungen im Auge gehabt. Dadurch ist es gekommen, 
dafs die theofetische Mechanik ein Gewand bekoiamen hat, das wesentlich 
fUr astronomische Zwecke zugeschnltten erscheint. Die Himmelskorper 
nun bewegen sich merklich reibungslos im luftleeren Eaume und koonen 
fur die meisten Zwecke als einzelne Massenpunkte aoigesehen werden. 
In der Mechanik des Himmels also aber auch nur hier tretexi 
die Beibuugserscheinungen zuruck. Hier steht das Problem der H frai 
im Eaum beweglichen Massenpunkte, die mit konservativeii Kriften 
auf einander wirken, im Mittelpunkte des Interesses, ein Problem, 
welches vielfach den Hauptgegenstand der Vorlesungen und LehrbGcher 
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iiber theoretische Meehanik ausmacht, welches aber in den irdischen 
Geschehnissen aiemals realisiert wird. 

Man bezeiehnet den Sachverhalt deutlicher, wenn man statt von 
rationeUor und physikalischer Meclianik von Jiimmlischer und irdischer 
Meehanik sprickt. Die uns iiberkommene Form der theoretiseheB 
Mechaaik hat iJbren Ursprung und ihr eigentliches Anwendungsgebiet 
in der Meclianik des Himmels. Um den vielfaeh verworrenen und 
komplizierten Verhaltnissen auf der Erde gereeht zu werden, mtifste sie 
durch Erfalirangsmaterial wesentlich erganzt werden. 

Ein anderer Grand fur die geringe Beachtung, welche die Reibungs- 
probleme lange Zeit fanden, ist die geringe Zuverlassigkeit der physi- 
kalischeB Grundlagen der Relbungstlieorie. Wir sind uns von vornterein 
bewuftt, dafs die iibiichen Gesetze z B. iiber die gleitende Reibung fester 
Korper auf einander, iiber dea Luftwiderstand, liber die Reibung im 
Innern der Pliissigkeiten oder fiber die innere Reibung der festen Korper 
nur grobe Annaherungen sind, dafs die physikaliscben Umstande bei 
diesen Vorgangen aufserst komplizieri sind und tiberbaupt nur in be- 
schrankten Gebieten in Forrneln gefafst werden konnen. Eine natur- 
gemafse Beriicksichtigung des Luftwiderstandes z. B. mufs von der Mitbe- 
wegung der umgebendenLuft ausgehen. Die Energieverluste, die der Luft- 
widerstand erzeugt, sind einerseits aus der inneren Reibung der Luft, 
andererseits aus der Abgabe von Bewegungsenergie an weiter entfernte 
Luftschichten zu ermitteln. Bei sekr schnellen Bewegungen, die mit merk- 
lichen Luft-Verdichtungen ^und -Verdunnungen verbunden sein werden, 
erfolgt die Energieabgabe mit Schallgeschwindigkeit; hierbei mufs auBer 
der Tragheit auch die BlastizitBt und die Thermodynamik der I/uft in 
Rechnung gesetzt werden. Einen Blick in die Mannigfaltigkeit der bier 
vorliegenden Verhaltnisse gestatten UDS die bekannten, sehonen Moment- 
an&abmen der durch die Geschosse erzeugten Luftwellen. Ihnen gegen- 
fiber mufs erne Pormel, die den Luftwiderstand duret irgend eine Potenz 
der Geschwindigkeit ausdrdcken will, geradezu armlich erscheinen Ebenso- 
wenig durfte man sich damit zufrieden geben, den Sefaiffswiderstand an- 
gesichts des komplizierten Spieies der WeHea in der N'ahe eiaes Dampfers 
in eiue einfaehe Formel hineinzwangen zu wollen. Nur ausgedehnte, mit 
den grofsten Mitteln durchgefiihrte Versuclie konnten bier einigen Auf- 
schlufs liefern. Theorie und Recbnung konnen auf diesen Gebieten eher 
als Anleitung zur vernunftigen Anstellung von Experimenten wie zur 
Voraussage der Erscheinungen dienen. In manchen Fallen bat die 
Theorie Regeln (sog, Ahnlichkeitsgesetze) liefern konnen, um die durch 
Modellversuche, also dureh Versuche in verkleinertem Mafestabe ge- 
fundenen Resultate auf die grofseren V T erhaltnis8e der wirkHchen Pro- 



536 TO. EiBftefs von Eeibxmg, Laftwiderstaud, Elastizii&t etc. 

bleine zu fibertragen, Die Leistung der Theorie ist in solchen Fallen 
selir wertvoll, aber doch. viel bescheidener, wie z. B. bei den Problemen 
der Hiinmelsmechaaik,. 

Die Grofse des Widerstandes Mngt in den vorgenanxiten Beispielen 
anfserdem von der besonderen Form des Geschosses oder des Schiffes afa. 
Man kermt jetzfc die erheblichen JLnderungen der Widerstandsgesetze, 
die kleine Abanderungen der Form bewirken. Ahriliches gilt von der 
gleitenden Eeibung. Hier kommt es auf seheinbar geringf&gige Urn. 
stande weifc mebr an, als man erwartea und wiinschen mochte. JBine 
durcli AbnutzuBg verEnderte Oberflache verhalt sicli anders wie eine 
frisch. bearbeitete. Teilchen des abgericbenen Materials oder Statib- 
kornchen, weJche sich zwischeu dea Reibwngsfiaclien befinden, konnen 
die Grofse der Eeibung betracktlich beeiiiflussen; ein Feuchtigkeits^ 
niederschlag ans der umgebenden Luft kann wie em Schmiermittel 
wirken und die Eeibongsgesetze nielit nur quantitativ sondern auch quaii- 
tativ grundlich veraudern. Hier gilt also der fur den Naturforscher 
hoclist unbequeroe und storende Satz: Kleine Ursaclien^ grofse Wir- 
kungen. Vor der kritiklosen Benutzuug yon Eeibungsziffern inufs 
aos diesem (Jrunde geWarnt werden. Ziffern, die fiir gewisse Ver- 
suchsumstande gefundea sind^ brancten deslialb noch. nicht fiir andere 
ITmstande zu gelten. Diese Ziffern auf zwei oder drei Dezimalen an- 
irogeben^ wie es in den techmschen Kalendern ebensowohl wie in 
Tielen Lehrbdchern der Experimentalphyeik geachieht, hat jedenfalls 

keinen Wert 

Man begreift es Weinacb., dafs der Laboratoriums-Pliysiker, der 
in der angenehmeii Lage ist, seine Probleme frei, auna Teil nach. 
asthetisclien GesiclitspuBkten zu wahlen, an den Reibungsfragen gerne 
vorbeigeht, weil er sicli aus ihrem Studiam keine reinen und all- 
gememen Geeetze yerspricht. Anders steht der Tectniker zu den 
Beibungsgeseteen, die fiir ihn Lebensfi*agen sind. Deslialb rtihren die 
neueren Beitr&ge zur Keantnis der Eeibungsgesetze, die wir im fol- 
ganden Paragraphen zu nennen haben warden, wesentlicli von tech- 
uischer ^eite her, 

Aus dieser Sachlage folgt aber weiter, dafs die theoretische Be- 
handlung der Eeibungsprobleme unter anderen 6-esichtspunkten zu 
erfolgen hat, wie die der Probleme der rationellen Mechanik, Der 
Mathematiker strebt seiner Emehung und Gewolinheit nach dahin, die 
ihm vorgelegten Probleme xmit volliger Scharfe zu losen, so dafs eine 
Bereclmung auf beliebig riele Dezimalert theoretisch moglich wird. 
Diese Methode ist bei den Aufgaben der Himmelsmechanik mit Etick- 
sicht auf die grofse Scharfe der astronomischen Beobaehtungen in der 
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That jaweckmalsig ; "bei alien Aufgaben aber, feei denen Eelbtoigsein- 
fifisse etc. wesentlieh sind ? d. h. bei alien Aufgaben der irdisdxen Me- 
cliamk, wurde eine solclie Gfenauigkeit der Rechnimg in unscfaonem Mifs- 
verkaltnis stehen zu der Grenauigkeit der phygikalisehen GrundlageiL 
Hier ist es Tielmelir angezeigt, nicht nach quantitativer DurclireelmiiBg, 
sondern Bach qualitatiyem Verstaadnis der Eracheimingeji izu strebei}, 
nnd wo mail quantitativ Torgelit^ von vornherein nictt mit beliebiger 
sondem mit begrenzter Genauigkeit zu rechnen. Und dies ton so mehr, 
als die mit Eeibungsgliedern behafteten Differentialgleielmngen 2. B, in 
der Kreiseltheorie reioUich kompliziert werden und, wie man gewUlrn- 
licli sageia wiirde^ n sioh nicht iategrieren lassen". Dem gegenuber be- 
tonea wir den Gmndsatz: man. sod solche Gleiclixuigen, nicht inte- 
grieren; man soil sie interpretieren und konstrnieren^ wie wir dies im 
Folgenden rersaclien werden. 

In den vorstehenden BrorteruBgen ist begdindet, weshalb und in 
welahem Sinne wir die Eeibungsprobleme beim Kreisel zu ansfiilir- 
liclierer Behandlung bringen werden ; als man es bisher gethan hat 
Allerdings bleiben wir hinter dem Ziel, welches man er?eichen mochte, 
zuruck, weil wir uns bei dem Fehlen ausreichender experimenteUer 
Grrundlagen anf erne schematische Behandlung der Probleme beschrsaken 
mtissen. 



2. BericM liber die Beibiwgsgesetze* 

Unsere Kenntnis der Reibungsgesetze ist bekanntlich vOn Coulomb 
begrtfndet*) Coulomb fand ; dafs an der Grenze zweier auf einander 
gleitender fester Korper eiae Kraft auftritt, welehe fur jeden der beiden 
Korper seiner Bewegung relativ gegen den anderen entgegengerichtet 
and proportional ist dem gesamten Noraialdruck, mit dem die Korper 
gegeneinander geprefsi werden. Der Proyortionalitatsfaktor heifst 
JteibungsJcoeffigient (oder, genaner gesagt, Reibungskoeffment der Be- 
wegung). Dieser wird als Materialkonatante oder richtigey als eine 

*) Znr weiteren Orieatierung vet-weieea wir auf das gerade m Eeibiiags- 
togen ehr reiciiballige Lebrbuch von J. Perry, Applied Mechanics, ^ew York 
198, (deutsch von E Sckick, Leipaig 1908) biti, das wir fur dieeen ttnd dm 
vorigen Paragraph mehrfach bemitzt iaben Einen lekrreicben Bericht fiber die 
Gesaintliteratar derEeibxing verdankt man F Masi: Le anove vedute nelle rioercbe 
theoricbe ed experimental! sulF attrito. Bologna bei Zanichelli 1897. Ferner: 
J. HL Jellet: Theory of friction, detitsch von J Liiroth und A Schepp, Leipzig 
1890. Sielie ach: Enoykiop^die der math. Wiasenschaften, IV 10 (R. v. Mises), 
. 1$9 ff. 
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sowoU fur das Material wie ffir die Oberflaclienbesohaflfenheit dor beiden. 

Korper charakteristiscHe Konstaaite angesehen, Von der Geschwmdigkeft 
des Gleitens sol also die Eeibmg ^d der Eeibtingskoeffisdent umab^ 
hSngig sein, desgi YOU der GbrBfee der Berahrangsflache oder, was 
bei gieichem Gesamtdrtick auf dasselbe herauskommt, von der Grofse 
des spezifischen Drackes, des Druckes auf die Flacheneinfaeit der Be- 
nihrungsflache, In Foxmeln heifst das Coulombsche Eeibungsgesek, 
w&nn mm mit p den Keibungskoeffijaienten, mit JV den gesamten 
^ mit If die Grofse des Eeibimgswiderstandes 



Wir wollen diese Aussage zunactst dahin besehrajaken ? dafs sie 
nur ftr die trockene ReSwnff, meW; ftr die Eeibmg bei Ajiwesenlieit 
eines Sciimierinittels gelte. Ferner liaben wir m. den bekannten Unter- 
schied zwischen der Eeibung der Bewegung und der der Buhe (dyna- 
misclie rad statische Reibiang) zn erinnern. Wir orlautern die EeibuBg 
der Euke folgendermafsen: 

Wenn die treibende Kraft, welche die Beweguag des YersnchS" 
korpers gegen die Unterlage, oder die relative Bewegung beider be- 
wirken soil, nicht ausreiclit nm die Eeibung zn iiberwinden, werden 
wir der EeibuBg nur die Grofse der treibenden Kraft selbst, der sie 
das Crleichgewicbt Mit, ^uscbreiben. Dies gilt solange, bis die treibende 
Kraft einen Grenzwert iibersclireitet ; bei dem Bewegung eintritfc mid 
der sich wieder proportional dem Normaldrucke N erweist, Der 
Proportionalitatsfaktor moge mit ^ beieichnet werden und heifst 
Reibungskoeffizient der tluke. Das Beibragsgesetz ffir die Enhe kann 
man daher in der Gleicbung ansdrticken; 



Der Reibnngskoeffizient der Elite ist moist betrachtlicb. grofsar 
als der der Bewegnng. Diesen Umstand sowie das Eeibungsgesete 
uberhanpt veranschanliclit ein scbones Experiment, welches GK Herr- 
mann*) angegeben hat und welches jeder ohne weiteres wiederholen 
kann, 

Man lege einen Stock auf seine beiden, in gleicher Hohe atis- 
gestreckten Zeigefinger. Daranf n'ahere man die Finger eimmder. Auf 
welehem Finger wird der Stock zn gleiten beginnen? Auf demjeriigen 7 
der waiter yon dem Sehwerpnnkt des Stockes absteht; dejm die Normal- 
driicke N 19 N^ mit denen der Stock anf beiden Fingem aufliegt^ sind 
nach dem Efebelgesetee ftr jeden Finger proportional dem Abstand des 

*) Der EeibwBgflwiakel, Festschrifb znm Jnbilanm der Univ. Wflrzbtirg, 1882. 
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Schwerpunktes YOU dem anderen Finger; bei dem weiter absteiienden 
Finger ist also der Nbrmaldruck der kleinere; nacli dem Reibungs- 
gesetz ist Mer aucb. die Reibung, welche dem. Grleiten entgegenwirkt^ 
kleiner wie bei dem anderen Finger; tier mufs also die Gleitung 
beginnen. 

Der Stock gleitet nun auf diesem Finger, nicht nnr bis der Abst&nd 
dieses Fingers Tom Scliwerpunfct des Stockes gleieh. dem des anderen 
Fingers geworden ist, sondern noeh etwas langer, wegem ^ > p. 
Erst wenn sick die Sckwerpunktsabst'ande der beiden Finger Yerbalten 
wie &:^ tritt ein Wechsel der Bewegung ein; der Stock raM jetzt 
auf demjenigen Finger ? auf dem er vorher glitt tmd beginnt auf dem 
anderen m. gleiten. Denn die Normaldrucke N auf beiden Fingern 
Ferhalten sicb. nmgekelirt wie die Sckwerpiinktsabstande ? slso in dem 
genannten Angenblicke wie f* : fi ; die Eeibung der Bewegung an dem 
einen Finger wird dann gleict der Eeibung der Rute an dem anderen 
u*td ? wenn das Gleiten in dem bisherigen Sinne andauern wiirde, sogar 
grofser als diese, was offenbar widersinnig ist. Dieses Spiel wird sich. 
fortgesetzt wiederlaolen ; wob^i der Schwerpnnktsabstand desjtoigen 

Fingers , auf dein der Stock gleitet, sich jedesmal bis zum ten Teile 

f^O 

des Schwerpunktsabstandes des anderen Fingers vermindert. Das Resnltat 
ist, dafs die Schwerpunktsabstande beider Finger sick, wecluselweis 
Terkleinem und dafs, wenn die Finger znsammengebraclit siiid, der 
Stock von ihnen in seinem Sckwerpunkte unterstfitzt wird, also frei 



Aufser dor Veranschaulicliiuig der Reibnngsgesetee gestattet das 
Experiment eine Messung des Verhaltnisses ^ : $&. Es gentigt 
einige Umkehrpnnkte der Bewegung auf dem Stocke zu 
land ihre Abstande von dem Schwerpunkt m messen. Das Verhaltnis 
der Abstande aweier auf einander folgender Umkehrpnnkte liefert das 
gesuelite VerhSltnis der Reibungskoeffizienten. Die Gesamtheit der 
Umkehipiiiiikte bildet auf beiden Seiten die Punktfolge einer geometri- 
sclien Reihe. Wenn der Stock nictt jzu kurz ist, wird die Messung 
yertaltriisi3aafsig genan. 

Die Versdiiedeniieit der Werte YOB ^ vmd ft legfc die Vermutung 
nabe, dajfe ein stetiger tlbergang zwiscten dem zur Gleitgesckwindigkeit 
"NuE gehorigett Werte p Q und dem zu merkliclt grofseren Gescltwindig- 
keiten gehorigen Werte p stattfinden moge. Diese Vermutung wird 
durch Versnche von Jenkin und Ewing*) bestKtigi Bei Materialien 



*) London PMlos. TrMisaetiona Bd. 167 (1877), S. 609. 
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mit erheblicli verseMedenexi Beibtmgskoeffizienten ^ und p. koimte der 
stetige tlbergang in der That naebgewieseii werden. 

Wenn wir also mit Coulomb die Unabhangigkeit des Reibungs- 
koefBzienten YOU der Geschwindigkeit behanpten woilea, mttssea wir 
hierbei zxmaelist das Q-ebiet eekr gerioger Geschwindigkeiten aus- 
scbliefsen, Wie bewahrt sieh nun diese Uaabka&gigkeit bei grolfeeren 
Gesclimndigkeiteii? 

Die alten Versuche ds Geaeral Moriii ? die in den Jahren 18311833 
in Metz angestellt wurden und die ein Gescliwiadigkeitsiiitervall bis 

4 umfasseE, ecHeudn die Unabliaagigkeit zu bestatigen. Die Morin- 

S6C 

scbeu Versuchsergebnisse bilden noch heute den eisernen Bestand der 
Zablenangaben fiber Beibungskoeffizienten in den technischeu Hand- 
bncbern und den Lehrbtichern der Experiinentaiphysik, Eino grofse 
ZiiTetl&ssigkeit wird ibnen. aber katim zngesclariebeia werden konnexx ; 
schon deshalb niclit 5 ^eil nach. dem im Torigen Paragraph Gresagton. 
solete Zatlenangaben. hi hohem Mafse yon den Nebenxanstanden des 
Experimentes ablxangen.^) 

Das Verhalten des Beib-angskoeffizieuten bei hohorer Gleitge- 
schwindigkeit blieb jedenfalls eine offene Frage, die erst dtirch die Ent- 
wickeluag des Eisenbalnwesens tmd der Bremsvomclituiigeix aktaell 
wnrde. Zwischen Bremsldofca und Radreifen haben wir cine nchtige 
gleitende Reibung oine Schmiennitfcel, wahrend die Beibnug z-wimfaon 
Bad imd 8eMeue ; wenigstens beabsichtigtennafsen und in der Hegel, 
rollende Eeibnng ist und nur in dem Atisaaliinftfalle gleitende Reibimg 
wird ? wo die Rader auf den Schienen sehleifeit tlber die Eeibung 
zwiscken BremsHotzs und Ead liegen yor adlem Veifluolie yon Douffkw 
CraUon**) ^or, welche im grofsten Mafeiabe mit UnteristHtxiliig der Pirma 
Westinghouse auf yerscMedenen englisehen Linien ansgefiilirt wnrdeE, Bin 
Versucliswagen yon Galton entMeit eine game Bailie yon. Tadiometem 
und Dynamometern. Die Tachometer lieferfcen die Umfangsgeschwindig- 
keiii der Rader und die Foitbewegungsgesehwradigkeit des Wagons. 
Die Gleitgescbwindigkeifc xwischen Bad und Bremsklotz ist gleioh der 
ersten dieser Crescliwiiidigkeifc^ die eyojituelle Qleitgeschwindigkeit 
zwiscten Rad und Schiene gleich der DifforexsiK beider, Die Dynamo- 
meter inafsen 1) den Bremsdruek^ mit dem der Bramsklote an das Bad 
geprefst wM, also diejenige Emft ? die fflr die Beibung zwiscben Bremse 
und Bad als 3S"ormal4ruck N wirkt; 2) den Beibimgswiderstand W 



** 



C"ber neuere Yersuclie ygL Ene d math. Wigs. (1. c.) p, 197ff. 
) Jnstitution of Meeiiauieal JEngineerg Proceedings 1878, 1879, Jnsbea. 1879, 
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zwiseken Bremse und Bad; 3) den Widerstaad gegen die Yorwarts- 
bowegung dea Zuges pro Aekse, der sick aus Luftwlderstand^ rolleader 
Reibung &a den Sehienen ti. 0. w* zasammeiisetzt, der aber, wenn ein 
Gleiten anf den Sckienen Platz greiffc, im wesenilieken den Reibungs- 
widerstasd W' dieses Gleitens darstelit Alle dieae Taeko- und Dynamo- 
meter arbeiteten selbstreglstrierend mid lieferten somit die fraglichen 
Geseitwijidigkeiten und Krafte in ilirer zeitlicben Veranderlielikolt. Atrf 
die sebr interessanten Diagramme dieser Grofsez^ die so erhaltea wnrden, 
kaxoi Her nnr Mngewiesen werden. Wir mftssen uns auf di ans iimen 
211 ziehenden Folgenmgen betr. die Veranderliclikeit des Eeibtaigskoef"- 
fizienten besckranken. Der Koeffizieat der Reibiing zwischen Brems- 
klotz und Rad ergiebt siclx dnrck DiYision ans den gemessenen Kraften 
TF und N, wakrend der Koeffizient der Reibnng awisAen Bad und 
Schiene aus der ebenfaHs gemessenen Reibimg W und dem auf das 
einzelne Rad entfaEenden Teil des WagengewieLtes G- foigt. 

Natlirlich seigten die zn gleiehen (jleitgesetwindigkeiten bei yer- 
scliiedenen Versucken gebSrenden Reibungskoeffizienten nnter sick keine 
sekr weitgekende tTbereinstimmiing- ikre QT5fse king sowohl Tom 
Wetter und der dsdurek bedingten Fencktigkeit der gleitenden Ober- 
flacken, wie YOU deren Reinkeit^ wie auck namentlick Yon der Brems- 
daner ab ; durck welcke offenbar eine Steigerung der Tenrpetatur und 
damit eine Anderung der Qberflaekenbesckaffenkeit bewirkt wird. Z. B. 
kam es Yor ; dafs nackdem der Brem^dnick 20 Sekunden gewirkt batte^ 
der Reibungskoeffirient anf die Halfte seines nrsprtinglicken Wertes 
zurfickgegangen war. Trotzdem %eigt das Mittel der erkalteuen Reibnngs- 
koeffi^ieaten aus sekr Yielen (bis 100) Versucken eine deutlicke Ge- 
setzmafsigkeit ? namJiek eine bestandige A^ncJme des 
mit wacksender GesdkmndigJceiL Fig. 72 
giebt den Koeffizienten der Reibnng 
awisoken Bremsklotz und Rad (Brems- 
Hotz ana Qufseisen^ Radreifen ans Stakl), 
und Kwar In der ansgezogenen Linie den 
Mittelwert der Beobacktungen, in den 
punktierten die bei jeder Gesckwiudig* 
keit beobaekteten Grofst- und Kleinst" 
werfce. Der ganze Streifen Kwiscken diesen m 7g 

Qxenzlinien ist mit Beobacktungspnnkten 

erfflllt zu denken, die sick nack der mittleren Linie kin verdickten. Man er- 
kennt zunackst wieder den IJmterscjliied zwiscien dem Reibtmgskoeffizienten 
der Ruke nnd dem bei betraoktlicker Bewegung, Welter aber aeigt die 
Kgnr ? dafs der Reibungskoeffizient bei der Gesckwindigkeit 60km/Sttmd0 

Kleia-Sommerfold, Kroiaelbe-wagnng, III Aafl, 85 
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16,7 m/sec. - mittlerer SchEellzngsgeschwindigkeit weniger als die 
Halfte, bei 100 km/Stunde 28 m/sec. hoehster zur Zeit in Deutaehland 
soIKsriger Fairgeseliwiiidigkeit minnehr etwa ein Drittel des Belbtings- 
koeffisaienten der Bute (0,33) betragt Nattolich liefse sict die Ab- 
haBgigkeit zwisohen ft und i? tuaschwer snob durch em oder die aoadere 
F&rtttel aiisdrilekeH. Wir sekeE Mesron sowie you der Angabo von 
ZaWtenwertefl ab, weil die Figmr alles wiedergiebt^ was ihrem Genauig- 
keitegrade aach aus den Beobaehtungezi sin scMiefsen ist und weil jeda 
mr Darstellraig der BeobachtaigeE beBfltzte Formel in hohem Mafse 
willktrlielt wSre. "Cber den Kaeffizieuten der gleitenden Beibung 
zwiBcha Had nnd Scliiene geben die Galtonschen Versuche emeu 
minder sicheren Anftcblub; soriel ist jedoch aus iineji zweifellos astt 
erkeuaeiiy daft auch dieser Koeffizient mit wachsender Geschwindi&keit 
yon seinemGrofstwerte bei kleinerGeachwindigkeitkontinoierlicliabnimmt. 

llfcere framaosisclte sowie netiere in Deutschla&d aBgestellte Y^r- 
stiehe*) lieferten im weseatliclieti das gleiche Ergebmis. 

tltmgeBS aber ist ssa beach.ten ; dafs die Galtoa'scten Versuche sict 
anf eitt s@hr aasgddeJbnies Qesehwindigkeitsisiterrall beziehen. Bei 
mafsig Tmnderliclaer QeschwiBdigkeit ist aucli die Yerlnderlichkeit 
des Keibinigskoffizieiiten Btir gering; man hat z. B. fBi i; 2 bis 
6 m/sec. naeh der Kurre der Graltonschen Mittelwerte etwa ft 0,27 
bia 0,2S. Diese Unters^tiede siad angesichts der allgememen Unsichei:- 
heit der BeibnagsKiffem unbedeiiHicli 211 TernachlassigeE, Die Con- 
lombjiche Annahme ines YOB der Gesetwindigkeit tmabtattgigeE Rei- 
birngskoeffizientea wird Merdurdi fttr ein mafsiges Geseliwiiidigkeits- 
intervaU in erstey Annakemng bestStigt. Bei raiserer Anwendtog atdf 
den Ereisel, bei dem Gesckwitidigkeiteiii voa der Ordnung der BchneE- 
augsgescliwindigkeiten Blchfc in Betracht kommejo^ werden wir Memacli 
den BeibtmgskoeffirieiiteB mit Coulomb konsttot setzeE dtSrfen. 

Audh. die in dem CouIoinbsclieE Qesete ausgesprociene Uaab- 
Mngigkeit des ReibtiiigskoefEziemteB von der Q-rofse der Berfibrnngch 
flaeke bedarf der experimentelleii Naotprufang. BSemaefa. mtifste bei 
der Bewegimg eimes Prismas Ton 10 csm 1 Chrtindflache und 4 cm HShe 
auf einer ebemen Uaterlage diesdbe Beibung zu aberwindea seibi, wie 
bei der Bewegong eiaes Prisma TOE 20 cm* GrondflScte Und 2 cm 
Hake, weilj gleicjies Material Torausgesetzt ; der Gefifamtaormddnicfc 
gegen die Unterlage, nauilieh das Gewicht des Prismas^ beidemal gleich 



*) Vgl. Organ der .Fortschr. de Ei8enbahEwe s n ^89, S. it 4. Der 
klotz bestand hierbei ana Stahlgufs. Die Versudhe wurdeijt nicht auf d^r Strecke, 
sondera IB einer Werkatatt augestellt S. waiter: Mifcteilrmgen ttber Fozschunga- 
arbeiten, heransg, TOW V.d.I, 1903 ; p. 108S, 
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ist, wahre&d sieli die JSTormaldrHeke pro Flacben$inheit in beiden Fallen 
wie 2 : 1 Yerbalten. Es scheint*), dafs sicb diese Folgerung in der 
Erfahrung gut bestatigt ? sofem nicbt durcb sefar staxke spezlfische 
Pressimgen meridiebe Deformationen der TJnterkge hervorgerafen 
werden. 

Bekanntlicb 1st ancli der Vorgang des Abrollens zweier OberflSchen 
aiifeinander, der sich. (scheinbar) ohne Gleitiang volkieht., wenn aneh. 
in geringerem Grade mit Energieyerlusten yerbmiden. Das Gesete der 
rollenden R&ibung, welches man tiblicber Weise bei der Berechnung 
dieser Energieverluste su Grnnde legt ; wnrde ebenfalls YOU Coulowb 
aufgestellt. Hierbei 1st es 2weckmafsig ; zdeht Yon einer refbenden 
JEinzdkraft} wie bei der Gleitung ZH sprecteii ? sondern YOU eiaem 
Eeibiingsmomente, welcb.es von dem zur Abrollung aufgewtodten Breb- 
moment in jedem Angenblicke 211 tberwinden 1st, Bezeieloiet wiedertim 
N den gesamten Normaldrnck an der Beriikrangsstell swiscben der 
Unterlage und der ^Bolle", M das Eeibirngsmoment, so setzt man 



v heifst dabei Koeffifiient der rollenden Reibwng; wie die Gleichimg 
zeigt, ist er keine reine Zahl wie der Koeffizient der gleitenden Eeibungj 
sondern Yon der Dimension einer Lange. Auch dieser Koefflzient wird 
als Material- bezw. als Oberflachenkonstante angesehen. Will man M 
dnrcb eine in der Oberfiacbe tbatige reibende Einzelkraft W rseteei^ 
so bat man die letztera gleicb M/r zu setzen ? wenn r den Radius der 
Rolle oder bei nicht kreisformigem TTmrifs derselben den Krftmmiings- 
radius an der betr. Stelle der TJmrifslinie bedeutet; diese EiBzelfasrft 
W ist also dem Normaldruck direkt und dem Badins umgekebrt pro- 
portional. 

"Cber den Mecbanismtis der rollenden Beibnng giebt eip.0 
Arbeit Yon 0. Reynolds**) .einigeB Aufscblnfs. Reynolds weist 
daft mit der Abrolkmg iufolge elastiseher Deforaoationen stete eine ge 
wi^ae Gleitung verbimden ist. 

Nimmt man aur Vereinfacbuiig der Anscbatwng an, dafs die Unter- 
lage wesentlich weieber ist ; wie die Rolle (Unterlage aue Kantsdmck, 
Rojle aus Eisen), so kaam maA YOU der Deformation der Role abssben 
und bat nur die der Unterlage zu betrachteiL Letzitere wird aus einer 
mnldenformigen Einsenlnmg besteben, so awar daft in der Mitte der 
die Unterlage gedehnt, jiacb daE SeiteH MB atrfgestaucbt 



*) Petry 1. c. pag, OT. 

**) On rolling Frietaon, Loadoa FMlos. TraniaetioDf Tol. 1W, Part I 
xmd Ges. Werke Bd. I, S. 110. 

as* 
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und zusammengepre&fc ist. Die Beruhnmg find0fc alsdann nieht raehr 
in einem geometrischen Punkt statt, sondera in der Oberflache der 
Mulde, deren Mittelpunkt wir als mittleren Beriihrangspunkt (P) be- 

xeichnen. In der beistehen- 
den Figur sind eine Anzahl 
yon Punkten auf Eolle und 
Unterlage markiert. Die 
Punkte anf der Boile sind 
aqrddistant, die auf der 
Unterlage waren es vor der 
Deformation, sie zeigen also 
Fag " 78 " in iiiren weciLselnden Ab- 

standen schemati^cli den Sinn der eingetretenen Formanderung an. Die 
mit gleichen Ziffem versehenen Punkte sind bei fortsckreitendem Ab- 
roUungsprozefs bestimmt, als miitlere Betuhrungspunkte der Reihe nacli 
mit einander zusammenxufaUen; was durch die mit dem Fortechreiten 
der Rolle yerbundene Dehnung der Unterlage an der mittleren Be- 
riilarungsstelle ermoglicht wird. In dem augenblickliehen Stadium fallen 
diese Punkte aber nicht zn^anamen. Es imifs daher beispielswei^e der 
Punkt 4 YOU dein augenblickliclien Stadium bis zu demjenigen, wo er 
zum mittleren Beruhrangspuiikte geworden ist, urn dasjenige Stuckohen 
auf dem Rollenumfange entlang gleiten ? um welctes die beiden Punkte 
4 in der Figur abstehen. Das gleicte gilt ftir jeden Punkt der Be- 
rilhrtmgsflaclie. In dieser flndet also in der That eine gewisse gleitende 
Beibung stati 

Der gesamte Energieverlust der rollenden Eeibung wird sici. zum 
Teil aus deux mit dieser gleitenden Eeibung verbu&denen Energiever- 
lust, zum Teil aus der zur elastischen Deformation eiforderliclien Ar- 
beit zusammeiaseteeii, iosoweit namlicE die letztere in nictt umkehr- 
barer Form auftritt. 

Daf0 die in Fig. 73 dargelegte Vorstellung zutreffend ist, konnte 
Reynolds folgenderamfsen experimentell nachweisen. Man bemerkt, 
dafs unter den oben rorausgesBtxten Terbaltnisseu die Bolle ihren ITm- 
feng nicht auf der nattirlielien Oberflache der Unterlage ; sondern auf 
der bei gedelmten abwickelfc. Mifst man den Weg, den die Rolle 
nach einer TJmdrehung zuriickgelegt lat, auf der in ikre natiirlichen 
LangenTerhSItnisse zuriickgekehrten Unterlage, so wird sick der^elbe 
etwas kitaer ergeben mtissen als der Uxafatig der Rolle. Dieg hat 
Reynolds in der That experimentell nachgewiesen fftr den Fall, dafs die 
Rolle harter ist wie die Unterlage. Das umgekehrte mufs stattfindea 
und findet nach Reynolds statt, wenn die Unterlage erheblich barter ist 



2 Bericht xiber die Reibungsgesetae. 545 

als die Rolle. Sind beide aus gleickem Material, so 1st der auf der 
Unterlage gemessene Weg wieder etwas kurzer wie der TJmfang der 
Rolle, woTon die obige CFberlegung bei nakerem Eingeken ebenfalls 
Reckensckaft ablegen wiirde. 

Bis zur genauen Messung der Grofse des Reibungswiderstandes 
und zur Nackprufong des Coulombseken Ansatzes ist die Reynolds'scke 
Untersuckung nickt durckgefukrt. Dafs dieser einfacke Ansatz der 
Wirklickkeit sekr genau entsprickt, ist bei der komplizierten Nafrur des 
Vo*-ganges niclit gerade wakrsckeinlick 

Neben der gleitenden und rollenden Reibung spriekt man drittens 
nocb. YOB. der bohrenden Reibzing, und zwar da, wo sich auf einem 
Kdrper ein anderer urn die Normale im BeruMmngspunkte beider drett. 
Da in diesem Ealle die Beriihrung als punktformig und der Bertik- 
rungspunkt als Punkt der Dreliaxe voransgesetzt wird, findet theoretiscb. 
ein Gleiten beider Korper gegeneinander niclit statt. Dieser Umstand 
hat zur Einfiikrung der besonderen Bezeichniing ?; bolirende Reibung" 
Veranlassung gegeben. ladessen fulirt sicli der Vorgang sofort auf 
den der gleitenden Reibung zuruck ; wenn man nur erne etwas aas- 
gedeinte Beriikrung der Korper annimmt. Man kann dann Ton einem 
mittleren Radius a der Bertilirungsflaclie sprecken und wird die rings 
um die Drekaxe verteilten Krafte der gleitenden Reibung auf diesen 
mittleren Abstand a reduzieren dtirfen. Sie setzen sick offenbar zu 
einem Drekmoment um die Normale zur Berukrungsflacke zusammen^ 
dessen Grofse sick aus dem Gesetz der gleitenden Reibung berecknet zu 

M (AN, p = pa. 

Der Proportionalitatsfaktor (i kann als Coefficient der lohrenden Eeibung 
bezeicknet werden, er kat die Dimension einer Lange und kangt aufser 
von dem Material und der Oberflackenbesckaffenkeit auck yon der Aus- 
deknung der Berukrungsflacke ab. Natiirlick soil durck die Crleickung 
p (i a nickt bekauptet werden, dafs sick der Koeffizient der bokren- 
den Reibung aus dem der gleitenden Reibung Torausbestimmen liefse, 
wenn man die Grofse der Berukrungsflacke messen konnte. Vielmekr 
soil diese (Heickung nur einen Ankalt fur die Bedeutung des Koeffi- 
zienten y! und fiir das ungef akre Grrofsenverkaltnis der bokrenden und 
gleitenden Reibung liefem, einen Ankalt, der uns im nacksten Para- 
grapk von Nutzen sein wird, 

Ausdriicklick kaben wir ui^s in diesem Berickt auf die trockene 
Revbung besckrankt, trotzdem ja die Reibung unter Anwendung von 
Schmiermitteln fiir die Praxis das weit tlberwiegende Interesse kat. Man 
ist keutzutage zu der Einsickt gekommen, dafs die letztere ganz anderen 
Gesetzen gekorckt, dafs sie namlick auf den Gresetzen der inneren 
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Reibnng zSher PlUssigkeiten beraht, wShrend die altere teckoisete 
Litteratnr sie nach dem Coulombseiien Scliema der trockenen Beibrag 
betandeli Wir konnen haute (mit Petroff mad Reynolds) von einer 
hydrodynamischm Theone d&r Schmierung sprechea^ einer Theorie, die 
dtireh rationell aagesteEte Yereneiie soweit bestatigt wird, als man es 
ttact der Sctwierigkeit de Gegenstandes erwarten kaan*). Das wirk* 
licke physik-alisclie Verstandnis der Sckmiermittelieibtoig 1st anf diesem 
Wege wesentKch gefordert. Wird es mSglich sin ; so mocMen wir 
mm ScMufs fra/gen ; auch die trockene Reibtuog raiserem physlkaliscken 
Verstandnis nahey zu bringeii ? indein wir die zwiscben den reibenden 
OberflEekeE yerbleibende LuftsoMcht als erne Art Schmiermittel auf- 
fessea raid aof eie die Reibuiigsgesetze der kinetisclien Gastkeorie m- 
wenden? und femer: Wieweit ist mit Reibtmg stets auch. Abreibimg 
der Oberflachen Yerbimdeii? 

3. Qualitatihres ttber die gleitend nnd bolirende Beibung beim KreiseL 

"Um ien EiBLfltife der Beibung beim Kreisel mit festem Stiitzp-ankte 
ssu studieren^ habeB wir znnaehst znanse^en^ unter welcben UmstaEden 
Her die Eeibnng zustaade kommt Das Bild, welches wir HES von 
diesen Umstaaden macheii werden y ist freilich ein fiehr schematisches 
und idealisiertes mid dttrfte yon Fall zu Fall je nach den besonderen 
Verhaltnissen der jedesmaligen Vorrichtung erheblich von der Wirk- 
lichkeit abweicben. 

Bettaebten wir z. B. die beiden Apparate^ welete pa<j. 1 und 2 ab- 
gebildet sind, Wenn wir von der Reibimg ganz absehen dlirften ; wiirde 
die Bewegung beider Apparate, sofern wir bei N"r. 2 die Masse der Binge 
gegentiber der Masse des inneren Sctwimgkorpers vernacblassigen, nach 
genan denselben Geseteen erfolgen. In Hinsieht auf die Beibung aber 
verhalten sie sich ganz verscMeden. 

Bei dem Apparat von pag. 2 treten Eeibtmgskrafte in den Pnnkfcen der 
irei Lager auf ; welclie die Axe des aiifseren, des inneren Binges und des 
Schwungrades tragen. Wir liaben es tier im Sinne des vorigen Para-* 
graphen mit Fliissigkeitsreibiang zu tliun > wenn die Lager Mnreidiend 
geschmiert sind. JedenfaEs wird die Beibungswirkung in einem Dreh.- 
momente bestehes^ welches urn jede der drei Axen der augenblioldiehen 
Botation entgegenarbeitet. Da die Bewegong urn jene drei Axen gerade 

*) Tgl. bierzu den oben zifc. Bericht von MBi. Wk verweisen ferner auf die 
atisgezeiobneteiiyersuciie vonE.Strib eck; Die wesentliclienEigenscliaften der (Meifc- 
wnd Bollenlager. Ztsebt* des Vetems deutscKer Ingenieusre 1902, Nr. 36, 38 und 39. 
Mr die Theorie $. A. Sommerfeld: Ztschr. f. Math, u, Pkys. 60 (1904) 8. 9T, 
eowie Knc. d maih. Wise, I?, 10, p. 297. 
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drareb die Enlerschen Winke! ty 9 *, 9) gegeben wird^ so wfirde in den 
Lagraagescben (Heicbnngeii ftir diese Winkel je ein Zusatzgiied auf- 
treten, welcbes das Beibnngsmoment fBr die fraglich Axe bedeutet. 

Wir gedenken darauf nicht weiter einzugehen,, sondem besdsranken 
tins anf das Modell TOE pag. 1, Hier mtsBen wir ztmSchst die Gfastalt 

des untereii Endes der Pigtirenaxe und die Q-estaJt der Pfonne, welcke 
jene trsgt, ins Ange fassen. Wir wollen aonehmen, die Figoremxe sei 
tmten JougelfSrmig abgenmdet nnd die Pfannenoberflaclie sei eim Kreis- 
fagd; die Oberflacheii seien trocken iind niekt dasMscli aachgieMg. 





Die BeriibruBg swigckea Euge! tmd Kegel findet damn aliemai in einem 
festen boraontalen Kreise statt. Die Kugel yerscMebt sidb. bei alien 
Bewegungen der Pigurenaxe in sick HIT Mittelpunkt bleibt also IM 
Banme genau fest. In diesem Mittdpunkfe Jtabevi wir den (As rttfwnd 
vorcvusgesetztm Purikt des Kreisels vor uns. 

In dem ModeU yon pag. 1 ist der Kegel ; der die Pfanne begrenz% 
sekr flacb; fur die tbeoretische Berechnung der Reibnng wird es be- 
quem ja sogar nnumganglicli sein ; ika als absolnt fla,ck Yoranszusetzen^ 
also den Eegel in eine Ebene aus&rfcen zn lassen. Der Heine Kreis^ in 
dem die Engel den fiaeben Kegel bertlbren wiirde ? scknimpft daan in 
einen Punki zusammen^ der stets genau genkrecbt unter dem Kugel- 
mittelpunkt iiegt. Der Begriff ^Stttapunkt^ zerlegt sich so in zwei 
Begriffe: Fester Puriht = MittelpmM der Kugd und Beriihrungspunkt 
P Grentte des *bm gtnmnten Ueinen Bemhrungskrmes. 

Freilicb dfirfen wir \ms nicbt verhehlen, dafe wir Tins auf diese 
Weise Yon den wirHichen Bedingungen unseres Problemes entscbeidend 
entfernen^ dafe wir nach dem Grenziibergange nicbt mebr den Kreisel 
mit festem Punkte sondem ganau genommen den auf der Unterlage 
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frei beweglichen Kreisel Tor uns Iiaben nnd dafs die Befestigung des 
Piinktes in dem Maise in Fortfall kommt, als wir den Kegel flacher 
werden lassen. Es gelit Her wie so oft in den Anwendmigen, dafs 
em Grrenziibergang raatlaematiscli beqnem aber pliysikaliscli widemnnig 
ist (man denke an den tlbergang YOU molekulareB zu unendlich kleinen 
Dimensionen in der gesamten theoretischen Piysik) nnd dais man nach. 
den Bedingungen der Aufgabe nnr Us in die Nahe der Gren$e, nicht 
Us mr Grense selbst geken dtirft. In alien solchen Fallen wird die 
sfcillseliweigende Voraussetznng gemacht ; dafs die matkematische Be- 
"tandlting des Grrenrfalles nicht wesentlich. von dem Falle der Wirk- 
Hckkeit abweickt^ eine Yoranssetzung 7 die durch die Eesultate der 
Beliandlung in der Eegel bestatigt wird. Die entspreckende Voraus- 
seteung wollen wir Her ausdrticklicli liervorlieben : Wir nehmen an ? 
dafs seitlicke Bewegungen des Punktes durck geeignete meckanische 
Vorriehttingeii an der Untertege ansgeisclilossen werden 7 dafs wir aber 
ini tTbrigen die Reibungswirkung ohne erhebliclieii Feliler so berechnen 
d^rfen ? als ob die Unterlage eine Ebene ware. 

Der tfbergang yon dero nrsprunglichen Beruhrungs&mse zu dem 
nunmekrigen BertOarnngsptm/cte ist deshalb geboten, weil wir sonst in 
endlose Weiterungen betr. die elastiscten Defonnationen an der Be- 
tiilirmigsstelle yerfallen wiirden. Wollten wir namlich mit dem Be- 
rukrangs&m"#e operieren ; so miifsten wir ; um die Eeibung bestiminen 
zu konnen,, zunackst feststellen ? wie sich der Gegendruck der Pfanne 
auf den Kreisel iiber den TJmfang des Beriihrungskreises verteilt. Dies 
ist aber eine der yielen und wichtigen Fragen, die yom Standpunkte 
der Meehamk starrer Korper unbesijimrat bleiben und zn deren Beant- 
wortimg die Blastizitatstheorie herangessogen werden mufste. All- 
geinein lassen sich. bekanntlicli, wo es sicb um die Lagerong eines 
Korpers liandeJt^ nur sechs Auflagerunbekannte ans den seclxs Gleich- 
gewichtsbedingungen der gewoltnlichen Statik iua Raume bestimmen. 
Kommen deren mebr vor^ so bleiben die tibrigen statisck wnbestimmt, 
Bei unserem Beruknuigskreise haben wir aber unendlich yiele Auf* 
lagerxmbekaimte, weil der Anflagerdrack in jedem Blemente xmseres 
BerukmngBkreises Bach Grofse und Biehtaig nnbekannt ist. Die 
Frage gelidrt also in das Gebiet der Blastizitat. Miissen wir aber 
erst einmal die elastischen Deformationea in Reclmtmg setzea, so mxlssexi 
wir aueli beriicksiclifcigeB, dafs der Berflhrtmgsfe^ wegen der elastischen 
Abplattung der Oberflachen thatsachlich. in eine Ber&luungs/Z&A0 iiber- 
gelien wird Die Grofse dieser Flache und die Formanderungen uniserer 
Kegel- und Kugeloberflaclie mufsten auf elastiseiiem Wege eriaittelt 
werden. Erst, wenn dies gescheheB f komtten wir die Verteilung des 
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Gegendruckes und die Grofse der Beibung angeben* Die aufserordent- 
lichen Schwierigkeiten, welcke sicli kieraus ergeben, umgeken wir eben 
durck unsere Annakme einer absolut flaclieii Pfanne und einer punkt- 
formigen Beriikrung. 

Unter dieser Annahme ergiebt sick der Gegendruek der Pfanne 
oder die Reaktion J2 derselben in vertikaler, d. L zur Pfanne norrnalen 
Ricktung durcli die einfacke Betracktnng, die wir pag. 515 fur den 
auf der Horizontalebene beweglichen Kreisel anstellteiL Aus dem 
Impulssatxe folgt namlich hier wie dort 

(1) U^Jf (# + /'); 

iinter & die vertikale Koordinate des Schwerpunkfces in dem vom Be- 
zugspunkte ausiaufenden festen ^t/^-Koordinatensjstem yerstanden 
(ygl. Fig. 74b). 

BeziiglicK des Vorzeichens von R ist Folgendes zu beachten: Die 
Pfanne kann vermoge ikrer Festigkeit zwar ; wenn eg notig ist^ einen 
aufserordentlicli hoken positiven Gegendruck kergeben, (unter positiy 
die Biehtung von unten nacli oben verstanden), aber nicht den ge- 
ringsten mgatwen. Sobald sict. ein solcher im Verlauf einer be- 
stinatnten Bewegung axis (1) bereckaet, wiirde die Pfanne nicht aus- 
reichen, um die Ruhe des Punktes zu sichern: der Kreisel wiirde 
bei verschwindendem R, die Pfanne verlassen und sein unteres Ende 
in die Hohe sclinellen. Von nun ab bewegt er sicli niclrt meLr wie 
der Kreisel mit festesn Stutzpunkt, sondern besehreibt eine Poinsot- 
bewegung im freien Raume um seinen Schwerpunki;, "watrend sich 
der Schwerpunkt selbst den Fallgesetzen gemafs bewegt. Wir wollen 
solche Bewegungen von der Betraclitung ausschliefsen, also annelimen, 
dafs dauemd 

g + *">Q 

ist. Es stei-t mit dieser Amialnne im Einklang, wenn wir spaterbin 
sogar voraussetzen werden^ dafs die ScbwerpuiLktsbescHeunigung /' 
dauernd sehr Hein ist gegen die Fallbescbleunigung g, so dafs wir 
den Gegendruck E auf seinen ,,statiselien" Bestandteil 
(2) R =* Mg = dem Kreiselgewickte 

reduzieren und von dem , ? dynamisch.en Besfcandteil" M $" absehen konnen. 
Dies ist eine Vernaehlassigung (Veraacliiassigiiiig 1)^ die wir im Interesse 
dey DurcMtilirbarkeit des Reibungsproblemes maeken; die Gultigkeit 
unserer Resultate wird dadurck auf eine Klasse von Bewegungen be- 
sckrankt, die wir als ^Pracessions-aknlicke" bezeicknen konnen. (Bei 
der regularen Pracession ist ja z == const., also #" 0; Pracessions- 
aknlick kann daker eine Bewegung genaunt werden^ wenn /' niemals 
von Null sekr versckiedene Werte aamimmt.) 
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Zugleieh mit B ist nueh die Reibung im Beriihrangspunfcte P 
bekannt Wir unterseheiden dabei aunaohst gleitende und bohrende 
Eeibung, bemerken aber, dafe die gesonderte Berechnung beider zu 
Bedenken Anlafs giebt, die im 6 besprochen werden sollen. Flir da 
Folgende kommem diese Bedenken nicht in Betracht, da, wie wir sehen 
werden, bei einigermafsen betrachtlicher Neigung der Figurenaxe die 
bohrende Reibung gegeniiber der gleitenden Eeibung vemachlassigt 
werden kann. 

Die gleitende Eeibung ist eine im Beruhmngspunkte P angreifende 
Einzelkraft von der Grofse 
(3) W=* pB, 

deren Eichtung horizontal ist und, ebenso wie die Bewegungsrichtung 
von P, auf der augenblicklichen Eotationsaxe OB senkrecht steht 

(vgl. Fig. 75). Fiir den Bezugspujokt 

ergiebt sich hieraus eine Drehkraft von der 

Grofse 

(4) M-i =* p^JR, 

wo Q den Hebelarm von W in Bezug auf 
0, d. L den Eadius OP der begrenzenden 
Kugel bedeutet. Die Axe dieser Dreh- 
kraft stimmt mit der Eichtung der Hori- 
zontalkomponente des Drehungsvektors 
ftberein. 

Die bohrende Eeibung berechneji wir 
durch ihr Moment Jf 2 , welches die Verti- 
kale OP zur Axe hat und dem Sinne 

nach der Vertikalkomponente des Drehungsvektors entgegengesetzt ist. 

Der GrSfse nach ist (vgl. den vorigen Paragraph) 

(5) Jf 2 = 11 B -= pa B. 

Wir wunschen uns ein Urteil dariiber zu bilden, wann der eine und 
warm der andeije Eeibungseinflufs Hberwiegen wird. Zu dem Zwecke 
berechnen wir die zugehorigen Arbeitsverluste d^ und dStj wahrend 
eines Zeitintervalles dt. Bedeutet Q die Grofse der augenblicklichen 
Eotationsgeschwindigkeit, cc den Wiakel zwischen der Vertikalen und 
dem Eotationsvektor OIZ, also Q sin cc die Horizontal-, 5} cos cc die 
Vertikalfcomponente des Drehungsvektors, so wird 

(6) d^ > M t Q Bi&vcdt, d$t%=* M$\ 
und 

i tga : a. 




Mg. 76. 



sn a : a cos cc 
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Die Ghrofse a, welebe im vorigen Paragraph als mittlerer Radius der 
Berfilmingsflaclie gedeutet wurde, konnen. wir entgrprechend der Eni- 
stelrangsweise unseres Beruhrimgspnnktes P ana dem ursprtogliclien 
Berutnmgskreise als Radius dieses kteteren ansprechen. Die Grofse 
^ tg & andrerseits bedemtet (rgL Fig. 75) den Abstand des Beriihmngs- 
pnnktes P von dem Dnrclistofsnngspiuikie Q der augenbHcHieheii 
Rotationsaxe mit der horizontaleii Pfajamenoberflache. Unsere TOT- 
@teh.end ProportioE besagt dalier ? dafs die Arbeit der gleitendea 
Eeibnng kleiner oder grofser wie die der bobrenden Eeibnng ist^ je 
naehdem die angenblickliclie Botatiojasaxe dan Berftkrmigskreis dnrch- 
eetzt oder niclit. Lassen wir den Beriiliruiagskreis naliea-a in einen Punkt 
ssusamisieiisclinimpfeii, so folgt, dafs nur bei nahezn rertikaler L^e 
der Eotationsaxe die bolirende Reibnng neben der gleitenden in Be- 
tracht kommt, dafs dagagen bei merklicb nicht Tertikaler Rotationsaxe 
die gleiteade Beibtmg erheblich. meir Arbeit absorbiert und daher er- 
teblicli grofseren Einflufs atif den Bewegtmgsverlanf bat. Hieraus 
leiten wir die Bereehtigung ab, im Folgenden die bokrende Reibung im 
AUgemeinen geg&mbefr der gleitendm Meibung m vwnachlassigen (Ver- 
machllsslging II). Da bei den zia beteaoEtendeii Bewegungen die 
Figurenaxe nsbeaii der Botationsaxe folgt^ so wird die genannte Ter- 
naehlassignng solaage zulassig eein, ok die Figwremxe nicht merUich 
vwtikdl steht. 

Wir wollen die Arbeit der gleitenden Beibuiig sogleicb nocb auf 
0ine zweite Weise ausdrftckeii, Bamlicb dttreli die Euler'schen Winkel 
qp, ^, ft* Wir losen zu dem Ende den Botationsvektor $2 in seine 
drei Komponenten qf,il>' 9 fr' nach der Mguren- 
axe, der Vertikalen und der KEoteBlinie auf. 
Projiaieren wir alsdaun dE aus den drei 
Seiten <p\ $', &' gebildeteB Linienzug auf 
die Horizoatalebene durch. 0, so ergiebt eidi 
die Horizontalkomponente des Rotations- 
vektors. Dieselbe wird Bacb Fig, 76: 

Q sin a y'* + 9>' a sin*"*. 
Nach (4) und (6) ergiebt sicb daher 

(7) ift^ - - tpRytf* + <p'* sin a dt. 

Durct eiae Heine fonnale Umanderung 

kSniien wir diesen Ausdrack als lineare 

Frniktion der Koordinatenandertmgen dfr 9 dtp, dfy schreiben, wie wir 

ibn zuioa. Ansatz der Lagrange'scben Gleichtingen brauoken werden. 

Wir eetzen nainilich (7) so um: 
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/ox icir r>( &*& _L ^'sm 

(8) d^ - ^ ^ B (yyi^^SS + 

Die Koeffizienten YOB J^, dp ? city in diesem Ausdmek nennen wir 
(vgl. z. B. pag. 78) die 7 ,Komponenten der gleitenden Reibung 1m Sinne 
der Koordinaten #, % #" und schreiben: 



Bezuglich der Grofse dieser Reitungstomponenten warden wit uns 
ebenfalls eine Ungenauigkeii zu Schnlden kommen lassen (Vemach- 
ISssigung JII). Bei den wiclitigsten Bjreiseibewegungen fallt der Rota- 
tionsyektor immer nahezu mit der Figurenaxe zusammen. Es wlrd 
also die Komponente <p des Rotationsyektors nacli der Figurenaxe 
erheblich. grofser wie die Komponente tf nach der Knoteidinie. Bei 
der regnlaren Praeession wird sogar xmter Absehung von der Reibnng 
& genau gleich Null. Indem wir also festsetzen ; dafs in den Aus 
driicfcen der Heibungsarbeit und der ReibungsJtrdfte &' gegen (p r gestriclien 
werden soll } besckranken wir unsere Betrachtung abermals auf die 
^Pracessiou s - ahnHchen Be wegungen a . 

In diesem Sinne schreiben wir (7) und (9) 



sin , V t 6 X - 0. 

Einer Erlauterung bedarf hierbei nocli das doppelte Vorzeichen in (10). 
Es ist Har, dafs die Quadratwurzel in GI. (7) stets mit dem positiren 
Zeichen zu rechnen ist> da die Reibungsarbeit stets negatiy ist, Dasselbe 
gilt ron den Quadratwurzeln in Q-l. (8) nnd (9). Entwickeln wir diese 
Wnrzeln nacK *7v'* so l^ten wir sie in erster Naherung gleich. 
I y sin -0* | ; d. In. gleich : jz<p / 8m& zu setzen,, je nachdem 93' selbst po- 
sitiv odef negativ ist. Dies gilt insbeeondere auch fiir den "Wert YOU 
4> 1? in dem wir den Neimer |y'sin^| gegen Faktoren des Zablers 
^'sin 2 ^ gehoben haben. Das obere Vorzeichen in den GL (10) isfc 
also in denjenigen Fallen zu wahlen, wo der Kreisel um die Figuren- 
axe im Sinne des Ukrzeigers rotiert (<p'>0 ; Fig. 77 a), das untere im 
entgegengesetzten Falle (^<0, Fig. 77 b). 

Wir Jaaben jetzt alle Vorbereitungen zur angenaherten Losung des 
Reibnngsproblemes getroffen, die uns im naohsten Paragrapken be- 
scbaftigen soil. Namentlicli werden wir uns dabei von der aus der 
Beobachtung woHbekannten Ttatsache Rechenscliaft zu geben b.aben ; 
dafs die Figurenaxe des Kreisels durct die gleitende Reibung im Mattel 
langsam aufgerichtet wird. 
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Es wird aber gut seiii ; eben diese Thatsache schon vorher anf 
einesi wenn aneh sehr ungenauen Wege plausibel ra maehen, der nns 
die Wirkung der Reibung rein anschaulich zu verfolgen erlaubl 

Wir nehmen an, der Kreisel befinde sich in schneller Rotation 
nnd die Eotation&a^e faEe nabezni mit der Pigurenaxe znsammeB. Ein 
gleiehtes gilt dann anch. TOIL der Imp-alsaxe, deren Lage sicli ja aus 
der Lage von Mgnrenaxe und Eotationsaxe bestimmt. Wir baben also 
anr Versinnlicliioig des Impulses von ans einen sehr langen Vettor OJ 
abzutiagen^ nnd zwar ttngefahr in der Eicktung der positiven Figurea- 
axe ; d. h. nach oben tin ; oder in der ungefahren Eicbtnng der negatiren 
Fignrenaxe, d. h. nacb nnten bin verlaufend ; je nacbdem die Rotation 
das Krejsels im Sinne des Uhrzeigers oder im entgegengesetziten Sinne 
um die positive Figurenaxe erfolgt. Die Rotation selbst wird dnrch 
einen Yektor 012 dargestellt, welcber aanaliernd ebenso wie der Impule 
gericKtet ist ; also das eine Mai nacb oben ; das andere Mai naeb 
unten. Den ersten Fall stellt Fig. 7 7 a, den zweiten 77 b dar. Der 
Einflwfs der gleitenden Reibung auf die Kreiselbewegung aufsert sicb, 
wie wir sahen, in dein Anffcreten eines Momentes M 19 welches dieselbe 
Axe me die Horizontalkomponente des Eotationsvektors nnd den ent- 
gegengesetzten Sinn bat. Tragen wir also die Horizontalkomponente 
OH des Rotationsvektors in unseren beiden Figuren ein ; so ist da- 
durcb der Sinn des Reibungsmomentes bestimmt. Der fragliche Pfeil^ 
welcber M t darstellt ; mnfs in Fig. 77 a von rechts nach links ; in 77 b 
von links nach rechts verlanfen. 





g. 77 a 



Fig, 77 b. 



Nach den fundamentalen Eigenschaften des Impnlsvektors setzt 
sich nun dieser in jedem Zeitteilchen dt mit dem Zusatzimpub der 
aufserw Krafte zusamraeB. Soweit letzterer von der gleitenden Reibnng 
henilhrt, ist or gleich M^At\ das Resultat seiner Zusammensetzung 
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mit dem Iiupulsvektor OJ ist in den beiden Figuren angedeutet In 
beiden Fallen besteht die Wirkung des Zusateimpulses darin, dafs die 
Horizontalkomponente des Gesamtimpulses eiwas verkleinert wird ; die 
Vertikaliompoaente tmgeinderfc bleibt Der Grofse mcfa wird also der 
Xmpuls etwas gescliw&eM, der Richtwig nch etwas mehr vwt'ikal gestellt 
Sein EndpunU wandert dabei in der duwh den Endpunkt des Anfmgs- 
impulses gdegten Hbrwontalebene von J nach J v 

Der Einflufs der Beibimg auf die EicttungsaEdennig des Impuls- 
Tektors wird offenbar urn so geringer sein ; je grofser die jeweilige 
Lange des Impul^fektors ist; dem die Himufugung der Meiaen Strecke 
JJ 1? wolche nur von der Grofse des Gegendruckes B, vom EeibBEgs- 
koeffizienten f*, dem Kugelr&dms 9 nnd dem Zeitelement dt abkangt^ 
maeM gegentiber eineni langen Vektor OJ weniger ans wie gegeniiber 
einem kiiraeren. Die Umlagerung des ImpulsveJctors erfolgt also wm so 
langsamer, je starker der Anfangsmpuls war oder je scJmetkr der Kreisd 
wsprwnfflich rotierte. 

Nattirlich wird der Impnlevektor OJ gleichseitig auch durch die 
Einwirknag der Schwere abgeandert. Aus dieseni Grande verscMebt 
sick der Endpunkt des Imposes in jedem AngeEblicke im Sinzie der 
Axe des SchweremomeEtes, d. h. im Sinne der Bjaotenliaie. Da aber 
die EjaotenlMe auf der Fignrenaxe genau und aof der Impulsaxe aa- 
genSliert genkrecht steht, solange unsere Voranssetanng des angeBalierten 
ZusammenfaEens TonFignren- und Impnlsaxe zutriffi, bringidie Schwer- 
wirkung angenahert keine Indenmg in der Grofse und Neignng des 
ImpulsTektors gegen die Yertikale tervor. Da flberdies die Knoten- 
linie anf dr Vertikaleii genatx senkrecht stelit, tritt der Impixls-End- 
punkt aucli wegen der Schwerewirktmg nicbt aus der genannten fasten 
HoriaonMebene heraus, Ilnser obigen Behamptnngeii beztlglicli der 
GroJfeen- nnd LageEandertlngesi des Impulses bleibeu also auch bei 
Beriicksicktigmig der Scbwerewirkung bestehan. Man bemerko ins- 
besondere, dafs der Sinn des Schweremomenteis, welches von der Lage 
des ScJhwerpunktes auf der Figurenaxe Mmigk, fur unsere "Oberlegung 
belanglos ist. Der Jm^lsvektor wird ako je lawyer je vwJw dwch die 
Reibmg aufy&richtet, gleichvid ob der SchwerpmU olerMh oder m1rh($b 
des Untersfatwngspunlctes liegt. 

Wir mdcliten nun aber zeigen und erst mit diesem Nackweis 
erreichen wir unsern eigentlicben Zielpunkt , dafs sich ebenso wie 
die Impulsaxe aucli die Figurenaxe des Kreisels vethSli 

Zu dem Bnde bemerken wir ; daft ajunSctst die RotationsoMe bei 
dem Kugelfcreisel genau ? bei dem symmetrischen Kreisel angenahert 
der Lage der Impulsaxe folgen wird. Die Figurenaxe andrerseits wird 
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fortgesetzt um die jeweilige Rotationsaxe au einem Kegel umgedreht 
Und zwar geht bei hiBreichend starkem Eigenimpiilg diese Umdrehuiig 
Yiel schneEer vor sick, wie der Weeisel der Rotationsaxe selbst, dep- 
art, dafs wahrend einer vollen TJmdrehung der Figurenaxe sich die 
Rotationsaxe nur wenig verschoben hat. In der That wird die Be- 
wegung der Impulsaxe und daher auoh die der Kotationsaxe urn so 
langsamer, je grofser der dem Kreisel ursprtiHglich erteilte Impuls war, 
wikrend die Umdrehung der Figurenase urn so sehiieller wird^ je 
grofser jener Imptds ist Von einer gewissen Grofse des Impulses ab 
wird also die Bewegung der Rotationsaxe als luiendlich langsam gegen- 
flber der Bewegung der Figurenaxe gelten tonnen. Sie verlauft alsdann 
in solchem Sinne^ dafs der Winkel zwischen Rotationsaxe und Figurenaxe 
sich jedenfalls rdeht dauernd^ laoctstens einmai fur kurze Momemte 
Tergrdfserfc und immer kiein T>leibt. Somit folgt: Im MiUel mufs sicJi 
mwh die Figwrenaxe unter der Einwirkwng der Eeilmng aufrickten, und 
ssww urn so Ungsamer, je schneU&r die anf&nglwhe Rotation wcvr. Dieser 
mittteren Bewegung werden sich Heine Schwanktmgen. oder Nutationen 
der Figurenaxe tfberlagem, die von der fortgesetzten Umdrehung um 
die Rotationsaxe herrtlhren und die die Figurenaxe abwechselnd der 
Vertikalen nahem und von ihr entfernen. 

Dafs die Reibung ein Aufrichten der Figurenaxe auch dann aur 
Folge hat ? wenn der Schwerpunkt oberhalb des Stutzpunkfces liegt, 
und daher mit der Hebung der Figurenaxe eine Axbeitsleistung ver- 
bunden ist, kann vielleicht, auf den ersten Blick tiberragchen. D0nn 
die Reibung kann doch stets nmr Arbeit verzehren und keipte Arbeit 
leisten. In WirkEchkeit liegt natttrlich die Sache so, daft die zur 
Schwerpunktshebung erforderliche Energie aus der lebandigen Kraft 
des Kreisels bestritten wird, von der aueh die Reibumg zelirt. Bie 
Verkterang des Impulsvektors, welche eine Vennindenmg der leben- 
digen, Eraft zur Folge hat, bildet daher, falls der Schwerpunkt ober- 
halb des Stttzpunktes liegt, ein notwendiges Korrelat zur Aufiichtung 
des Impulsvefctors und zu der der Figurenaxe. 

Das Endergebnis der gleitenden Reibung ist somit die auf- 
rechte Kreiselbewegmff. Der zu dieser Bewegung verfiigbar bleibende 
Impuls ist dutch die anf angliche Vertikalkomponemte n des Impuls- 
vefctors gegeben, dureh welche sich auch die gleichforniige Rotations- 
geschwindigkeit bei der aufrechten Bewegung vorausbestimmt N*ach~ 
dem einmal Impuls-, Rotations- und Figurenaxe in der senkrecliten 
Lage zusammengefallen sind ; ist die gleitende Reibung aufser Thatig- 
keit gesetzt: der Kreisel konnte unserm bisherigen Ansatz zufolge in 
dieser Lage ungeschwacht filr alle Zeit fortrotiereru 
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Letzteres widerspricht aber ofienbar der geineinen Erfahrang, wo~ 
nach jede Bewegung durch Eeibungseinfliisse sehlieislich defiiiitiv rer- 
nichtet wird. In. der That ist jenes Ergebnis auch nur erne Folge der 
willkuxlichen IJnterscheiduBg zwischen gleitender und bohrender Eeibung 
und der Vernachlassigung der letzteren. Wir mussen nns daher jetzt 
noch ein ungefahres Urteil tiber die WirJcung der bohrenden Meibwng 
verschaffen. 

Nach dem obigeri vorlaufigen A&satz liefert die bohrende Eeibung 
ein Moment, welches der Vertikalkomponente des Rotationsvektcms ent- 
gegenwirkt. Im Palle yon Fig. 77 a (Eotation im Siniie des IThrzeigers 
urn die Figurenaxe) ist der Kotationsvektor Dach. oben gerichtet ; also 
wiirdc das Drehmoment M 2 der bohrenden Eeibung dnrcb. einen Pfeil 
darzustellen sein ; der von aus nach unten lauft. Dieses Drehmoment 
setzt sicb. ebenso wie dae Drelimoment der gleitenden Eeibung in jedem 
Augenblicke mit dem vorhandenen Impuls OJzusammen. Hierbei wird ; 
wie man siebt ; der Iinpnlsvektor von der VertiJcalcn abgelerikt, indem 
sein Endpunkt etwa von J nach J" 2 verlagert wird. 

Das gleiebe gilt aber anch. im Falle der Fig. 77 b, wo der Pfeil 
des Drebmomentes M 9 nach. oben weisen wiirde tind der Impuls bei der 
Zusammensetzting mit M^ gehoben wird. Sein Endpimkt wandert 
dabei etwa von J nach Jg . In beiden Fallen ist die ITinlageruBg dea 
Impulses zufolge der bohrenden Eeibtmg mit einer Vetrkilrmng des Im- 
pulses verbimden. 

Die bohrende Eeibung arbeitet also in einer Ilinsiclit der gleiten- 
den Eeibung entgegen: sie street dm ImpulsveKtor von der VertiMl&i 
m entfernen* In anderer Hinsicht wirfct sie in gleichem Sinne wie die 
gleitende Eeibung: sie schwdclil den Impuls dcmernd. Da wir sahen, 
dafs der Einflufs der bohrenden Eeibung, solange die Eotationsaxe 
merHich von der Vertikalen verschieden ist ? klein gegenftbar dem Ein- 
flufs der gleitenden Reibung ist^ so wird dieser letztere jedenfalls den 
Ausschlag geberi und es wird trotz der bohrenden Eeibung ein Auf- 
richten der Figurenaxe erfolgen. Hochstens konnte das Zeitmafs des 
Aufrichtens durch den Einflufs der bohrenden Eeibttng etwas verxogert 
werden. Andrerseits ist zu beachten ; dafg das Aufrichten inn so 
schneller erfolgt, je kiirzer der Impulsvektor ist, dafs also die bohrende 
Eeibting ; indem sie die Lange des Irapulsvektors reduziert, ihrerseits 
das Aufrichten indirekt beschleunigt, Diese indirekte Wirkung der 
bohrenden Eeibung wird daher ihre direkte Wirkung ; den Impulsvektor 
von der Vertikalen abzulenken, teilweise koxnpensieren. 

Ist aber die aufrechte Lage annahernd erreicht ; so tritt die bohrendtf 
Eeibung als die Hauptsache in ihr Eeeht ; weil alsdaxm die gleitende 



4. Das Au&ichteft der Figorenaxe. Graph. Integration der zugehSrlgen Diffgi. 557 

Eeibung sekr klein geworden 1st. Durck die bokrende Eeibung wird 
der nonmekr vertikal gestellte Impnls dauernd waiter gesckwackt, ojhne 
dafs der Ckarakter der aiifreekteii Bewegnng zunaekst wesentlick ge- 
andert ward. Die Eotationsgesckwindigkeit der anfreckten Bewegung, 
die vermoge der gleiteaden Eeibung nnTerandert fortbesteken komite, 
wird also dturck die bohrende Eeibimg mekr nnd mekr terabgesetzt. 
Schliefslick mufs der Impuls bis auf diejeaige Gbrofse reduziert sein^ 
bei welcber die aufreckte Bewegung instabil wird ; wenn der Schwerpunkt 
iiber dem UnterstiitziingspUBkte liegt. Jede kleinste Stoning erzengfc 
jetzt merkliclie Sehwankmigen der Figurenaxe ? die bei weiter abneh- 
mendem Impnls ihrer Amplitude Back zunekznenj bis der Kreisel um- 
fallt und nack einigen sckeinbar regelloseio. letzten AnstreBgimgen defi- 
nitiv zur Enke kommt. 



4. Quantitative iiber den. BiB&iifs der gleitenden Eeibung auf die 
Neigimg der Fignrenase, GrapMscIie Integration der augeiiorigen 

Bifferentialgleicliiiiig, 

Die geeignetste Grrundlage fiir eine eingekendere Bekandlung unseres 
Eeibungsproblems liefern die Gfteickungen Ton Lagrange in den Enler- 
scken Winkeln q>, ifr, 4K Neben den Gesckwindigkeitskoordinaten g>', 
ty'y &' werden wir die Impulskoordinaten [4>] N 3 [V] = n, [6] be- 
nutzen. Bei ITbernakme der Bezeickaung JV, die friiker ais Integrations- 
konstante eingefiikrt wurde, ist zu beackten^ dafs diese Irapnlskoordi- 
nate jetzt nickt mekr konstant ist, sondern durck die gleitende Eeibimg 
stetig abgeandert wird ; wie denn bei Berucksicktigung der bokrenden 
Reibimg anck die Impulskoordinate n variabel werden w&rda Die auf 
den Kreisel "wirkenden Krafte besteken ans der Sckwere "and der gleiten- 
den Eeibimg, wenn wir (VernacHassignng II) ron der bohreaden Eei~ 
bnng abseken. Die Sckwere giebt nnr um die Knotenlinie, die gleitende 
Eeibung auf Grund nnserer Vernacklassigtmg III (s. die Gl. (10) des 
Yorigen ) nur am die Figarenaxe zn einem Momente Anlafs. Die 
Koordinateii der aufseren Kraft, besstigliek der drei Euler 7 scken Winkel, 
werden daker durck die folgeude Tabe]le gegeben: 





9 


* 




Sdrwete 








P sin^O- 


GI. Beibung 


=F 


QP Mg sin ^ 









Hiorbei ist ancli bereits yon der Ternackiassigting I Gebranck ge- 
macht,, indem der Gfegendraek rait seinem statiscken Bestandteil Mg 
identifiziert wurde. 

Kxelselfcswjgimg. HI. Aufi. $6 
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Die Qrtindgleichtaigen, TOH denem "wir aueztigelieB habeii, Bind in 

gaE2 akolicker Form schon p@g. 154 und pag, 220 u. ff. entwickelt 
worden; sie lauteoa: 

a) Dr Ausdraek der lebeB,dIgen Kraft des symmetrischen Kreisels: 

(1) 2 1 - (am 2 **' 



b) Der Zusajumenhang zwiischeii Impnls^ und Gesehwindigteitu-- 



[4.j-ir-|f 



(2) 



, sin 2 &^/ + C cos & (of -f- cos 



[0] -K-sp- ' 



e) Die Auflosnng der beiden ersten der vorsteKenden 
nach dm Geschwindigkeitskoordinaten: 



d) Der partieEe Differentialquotieat der lebendigen Kraft nach der 
Koordinate d: 

/j> ^^ 

(4) - 



e) Das Gesetss fttr die Impulsanderujagen oder di 
Gleiehmigen im engeren Sinne: 

(5) g.O, 

(6) ^=T9^Jf?sin#, 

(N- cosHn - cosff Jg) _ p ^ 



Statt der Gleidmug (7) habeH wir beim reibongslosen Kreisel den 
Sata der lebeisdigen Kraft beEtatet ; der rich, dadtirct empfaH ; daft er 
die Ausffilirang einer ImtegratioH in sich schlofs. 1m vorliegendeB 
Palle geht dieser Vorlseil rerloren, weil der Reibtmgswiderstand -keine 
kouserrative Knaffs ist ; tmd wird daher die Q-leiclmsig (7) wegen itrer 
einfacheren Bftuart bequemer als jener Sabs. 

Wir wolien di Bedeutting dr letaten drei Oleichungeai der Beike 
nacii dtirchgelieii. 

Ctleickting (5) sagt ams, d&fs die VertikaWwmponenie des Impulses 
dnrch die yhitmde Meibung nicht le&influfst wird, wie wir sdioji im 
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Torigen Paragrapk erkamiteiL n kana daker Back wie Tor als erne dnrcb. 
dea Anfangszustand gegebene Isitegrationskoiisttote angeseken werden. 
"dxrigens folgt dieses Besuliat aEein ans traserer VemacHassigung II 
der bokrendea Reibtmg und 1st YOU der EinMhrraig oder NiehteiiL- 
fdknoig der Yernachlassigongen I und HI iinabkangig. 

Aus GEL (6) scMiefsen wir, dafs sich der Atsolutwert des Eiffm- 
imposes N ct&Memd im gl&ichen, niMidk im abnehmenden SiMne an&ert. 
Wegen der Bedenttmg des doppelten Vorzeicliaiis (vgl pag, 552) be* 
recknet sick namlick for dN aus GL (6) ein aegatiTer oder positiver 
Wert, je nackdem q>' oder^ was auf dasselbe herauskommea wird^ je 
nackdem N posltiy oder negatiT ist. Die Ghrofse YOB JT konnen wir 
kiemack als eine Art Zeitmesser beautzen, da wir den Ablaiif der Be- 
wegung ebensowokl auf die abnekmenden Werte YOB j N\ me auf die 
waekseaden Werte YOB t bessieken koBnen. Hit anderen Worten: ww 
Jconnen staU der Zeit t die Grofse N als unabMngige Variable einfuhrm* 
Ist die weekselnde Lage des Kreisels, iasbesondere der Winkel ^ als 
Fimktion YOU N bekannt, so lafst sick der zeitlicke Terlatrf der Be- 
wegHEg nacktmglick feststellen^ indem m&a imck (6) bereekiaet; 



i r*N 

^ J sin^ 



In Ql. (7) kommen zunackst drei Veranderlicke Yor, namlick ^ 
JV" imd -IK Statt * fQhrem wir wie friiker die Hulisgrofse 
(9) cos & 

in, tberdies eliminieren wir die Variable t mittels der GL (6) und b$- 
nutzeji Back der Yorstekenden Bemerknng fernerkin J7" als unabkaagige 
Variable. Zu dem Ende ist es nnr notig ? die nack der Zeit genommeBen 

Differeutialquotiejatesi YOU # dnrek solcke nack JV an ersetzen. Wix 

1mb en: 



d*u 



^ ^ 



GL (7) lafst rick daker mit BficMckt anf (9) iind (10) in die folgende 
bemerkeiiswert eiiifacke Form scbreiben: 

/^^\ 

(11) 



Dos Problem, ist somit anf eine emselw gewoh&ieke 

Ordwmg zwischm w wnd N rtidwsiert. 

Wir beabsicktigen mckt, diese Gleidmug in gesehlosseiier Form 
durck irgead weleke B^ikenenterickisiiig SBU iBtegriereau Vietoaehr 
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werden wir versuchen, auoh ohne formelmafsige Integration dureh sach- 
gemafse Diskussion der Differentialgleictung das Wesentlicbe fiber den 
Verlauf der Integralkurve zu er&hren. 

Da die Gestalt der Integralkurve wesentlicli Ton ihrer Krumrnung 
uud diose von dem zweiten Differentialquotienten abhangt, so werden 
wir darauf gefukrt ; die reckte Seitevon (11) nSber zu studieren. TJnd 
zwar werden wir zunachst feststellen, wo die recite Seite einen Yor- 
zeielienweciisel aufweist Zu dem Zwecke betracbten wir die Gieiclmng: 
(12) ^ (n - uN) (N - w) - AP (1 - w 2 ) 3 - 0. 

Hier ist es nocb bequem, mit dem Quadrat der Impnlskonstanten n m 
dividieren und die Abklirzungen 



(13) ' m * 

einzufubren. Die Grofse v ist dann ; ebenso wie der Neigungscosinus 
*, eine reine ZaKL Das Gleiche gilt nacli pag. 293 von der Grofse 
m", wobei das positive oder negative Vorzeichen zu wablen sein wird ; 
je nachdem P positiv oder negativ ist, der Schwerpunkt also iiber oder 
rater dem Stutzpunkte liegt. ITnsere Grleicliung (12) verwandelt sicb. 
so in eine Grleichung zwisclien den drei unbenannten Zablengrofsen u, 
v und nfij namlich in: 

(14) (1 uv) (v - M) =- m* (1 *)*. 

Wir deuten u als Ordinate, t? als Abscisse in einer ^ ? tJ-Ebene; die 
dnrcb (14) dargestellte, in dieser Ebene verlaufende Kurve vierter 
Ordjiung bezeicbiien wir ela.LetfKnie, da sie der spater zu konsffcruieren- 
den Integralkurve gewissermafsen als Fiihrung dienen wird. Die In- 
tegralkurve der Grl (11) mufs sich, wie wir zeigen werden ; um unsere 
Leitlinie in tmmittelbarer Umgebung derselben berumsclilangeln, 

Die Gestalt der Leitlinie iet in Fig. 78 dargestellt; und zwar be- 
zieht sich. die ausgexogene Linie auf den Fall P > 0, wo in (14) das 
positive Zeicben gilt ? die punktierte Linie auf den Fall P < 0, in 
welchem m 2 mit dem negativen Vorzeichen versehen Ist. Wie Gl. (14) 
zeigt, entstebt die letetere aus der ersteren ; wenn man u, v mit -~u, v 
vertauscbt, wenn man also die erstere Linie um den Anfangspunkt der 
u, ^-Ebene durck den Winkel von 180 dreht. Hiernach. geniigt es ; 
den Fall P>0 allein zu betraditen 5 also in GL (14) lediglich das 
obere Vorzeieben zu berticksichtigen. 

Zur Begrundung unserer Figur 78 sei folgendes bemerkt: Kon- 
struiert man die gleicliseitige Hyperbel 1 = uv und die Gerade v = u f 
so teilen diese die Ebene in sechs Gebiete; in dreien derselben bat die 
linke Seite von (14) positives, in den ubrigen negatives Vorzeicben. 
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in den ersteren Gehieten, die in der Figur durch Schraffierung 
kenntlieh gemacht sind ; kann xinsere Leitlinie verlaufen, da sonst GL 
(14) nicht erfiillbar ware. 

Ferner ist es fur die Grestalt der Leitlinie wesentlich ? dafs wir w 2 
als Meine Zalil yoraussetzen diirfen. Denn wir betraehten nur Be- 



v-o 



u-v 




wegungen, bei welchen dem Kreisel anf anglich eine schnelle Umdrehung 
oder ein starker Impuls erteilt wurde. Unter einem starken Impuls 
verstehen wir aber nach pag. 293 einen solchen, fiir den N 2 erheblich 
grosser als die gleichbenannte Grrofse AP, fiir den also APjN^ ein 
kleiner echter Bruch (beispielsweise < -~\ ist. Da nun die Vertikal- 
komponente n des Impulses von derselben Grofsenordnung wie der An- 
fangswert des Eigenimpulses ist, so wird auch AP/w? = m 2 ein kleiner 
echter Bruch. In der Figur haben wir nur w 2 == 1/9 gewahlt, weil bei 
noch kleinerem m 2 unsere Zeicknung undeutlich wurde , wahrend wir 
fur die Zwecke der spateren Bechnung an der Annahme m 2 < ^ fest- 
halten werden. 

Man tiberzeugt sieh sodann nach der ublichen Methode der Potenz;- 
entwicHung leicht, dafs die Punkte P 1 (u = v === 1) und P 2 (u = v = 1) 
Doppelpunkte unserer Kurve werden und dafs die beiden Kurrentan- 
genten in diesen Punkten. mit der positiven bezw. negativen Abscissen- 
axe einen Winkel cc einschliefsen ? der sich aus 

T~ 



bezw. aus 
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bereeknei Im Pmkte P 1st der genamte Winkel also ein wealg 
grffser, in P g ein wenig Heiner wie 45. 

Aus GL (14) folgt femer leicht, dafe tmsere Leitlinie eine und nur 
eine zm ?-Axe parallel Taaigente mit dem Berakningspioikte 



bes-itast Hieraus 1st zu sctliefseii^ dafs di beiden dnrck P t Bach oben 
Mn Terkufenden Kutvcnaste aict in einet ^ScUinge Yereinigen. Die 
beiden dnrch P naeh links aiislanfenden Iste konnen sick dagegen 
nicht zueanuneiuicldie&eii, da der obere von ibnen sich ssymptotiscli 
der Abscissenaxe arnalierf. Das gleiche gilt yon dem dnrch P t nach 
nnten reehts Yerlanfeiideii Aste. 

Dtirck diese nnd aknliche Betrachtungesi lafst sick di Gteatalt 
unserer Leitlinie mit kinreicliender Sieherkeit im Falle P > fest- 
Btellm. Ikre Gestalfc im Palle P < wird dama diirck die sckon er- 
waknte Umdrehimg aus jener abgeleitei 

Welcken Nutzen gewakrt nns BUB die KenJitnis der Leitliaie ftr 
die Integration der Crleickrnxg (11)? Wir sckteiben uns diese Cfleicliiing 
zofiSduft so um, dafs darin lauter ttnbenannte GroJfsen vorkommen. Zu 
dem Zweck diYidieren wir sie mit n*/A* und erseteen 



Der Faktor YOU --^ wird anf solcke Weise. wean wir die ftbliehe 
at? z 

AbkftrzxiBg P^MgE einfakren; 



mit der weiteren Abktazung 

und unser Oleicknng (11) gekt tiber in 

(15) ( 
bez. in 

(16) ( 



Nun versckwindet die reckte Seit jeder dieser Cftoichtittgen nur in 
den Punkten der zugek5rigen Leitiini ut|d es tritt diaher in Wecksel 
im Sinn der Kr^mmmng unserer IntegralkurY nur ein ? Wei^n diiese 
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die Leitlijiie tbersckreitet Wegen der Bedeutung YOU V <= cos $ 
brauchen wir nur denjenigen Streifen der t# ; t?~Ebene zn beteaeliten> 
dor zwiscten den Geraden ^ + 1 emtkalten 1st; dieser wird YOU der 
Leitlinie in Tier Gebiete eingeteilt. Da jedem Oebiete rakommende 
Vorzeiehen YOU <Pw/dv* ist in den Figuren 79 und 80 eingetragen; 
man stellt es am emfaclisten dadurcli fest, dafs man von dem Punkte 
u = v = ansgeht ? In w^lcliem die rechte Seite von (15) gleicfa m* 9 
die von (16) gleich + m 2 wird. Hierdurcli ist das firagKcke Vor- 
seichen fiir jeden Pnnkfc unseres Streifens bestimmt. Ik den mit + 
l)e$eichneien Gebietm ist die gesuchie Integralkurve, aus der Richtnng 
dew positive Ordinatenaoce betracfate$ f Twnkav gekrUwmt, in dm mit 
teseichneten Gebietm Jconvex; 'b&im Uberschreiten der Leitlinie "besitzt sie 
jedesmal einen Wendejmnkt. 

Um von Merans die Integralknrve wirklicli konstruieren zu komLen, 
mlissen wir nns zimaclist bestimmte Anfangsbedingimgen geben. Wir 
bezeichnen den anfanglicHeii Neignngscosinns der J?ignrenaxe gegen. 
die Vertikale mit % und setzen etwa fest^ dafs an Beginn der Imptils- 
vektor genan in die Ricktung der Fignrenaxe falle^ dafs also der Kreisel 
211 Beginn keinen seitlielaen Anstofs ertalte, Dann gibt der Anfangs- 
wert JV des Eigenimpnlses zngleick die Gesamtlange des Impnlsvekfcors 
nod es ist die Vertikalkomponente des Imptdses n = N^. Unsere 
Integralkurve beginnt dalier in einem Pnnkte P 0; dessen Eoordiiiaten 
U Q} v Q der Gleichioig I = w ^ genugen, welcher also auf der (in Fig. 79 
nnd 80 gestriclielt eingezeictneten) gleichseitigen Hyperbel liegt. Femer 
ist Merdurcli zugleicli die Anfangstangente der Integralkurve beistimmt; 
wenn namlicli der Impulsvektor die Bichtung der Figurenaxe hat ; so 
fallt auch. die augenblickliclie Rotationsaxe in die Figurenaxe hinein. 
Die Figorenaxe steht also momentan im Rauuae still und es ist 

d& /\ 1^1 T_ du f. . du *. 

-JT und dalier aucn ^^ sowie -=- 0. 
dt dN d'V 

Unsere Integralkurve setzt also im Punkte P mit einer horizontalen 
Tangente ein. 

Von dem weiteren Verlauf der Integralkurve gilt die allgemeine 
Bemerkung: dafs $ie> <mf die Absdssenasce senkrecht prqji&iert, diese 
Hb&rall dnfach ub&rdecken mwfs. Denrn, wie oben festgestellt, nirnmt 
der Absolutwert von JV" mit wachsendem t bestandig ab; desgleicben 
der (notwendig positive) Wert von v Da nun zu jedem Werte 
von t nur ein Wert von u getoren kann ; so kann auch. jedem Werte 
von v nur ein Wert von u entspreehen. 

Betractten wir nun & B. Fig. 79 (P > 0). Der AiifaiigspuBM P 
liegt in einem Gebiete negativer Kiitamung (d h. einem Gebiete, wo 
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d*u/dv* < 0) ; die Integralkurve ist also von oben gesehen konvex 
Da sie in P eine borizontale Tangente hat ; inufs sie nach. imten um- 
biegen nad bald zum Schnitt mit der Leitlinie kommen. Hierbei gett 
sie mit einer Wendting in ein Gtabiet positiver Krummung iiber^ ver- 
lauft also von jetzt ab nacb. oben Mn konkav. Die zwei Moglicbkeiten, 



v-o 



^ 




&* 79. 




die sich nun bieten ? aind in Fig, 79 angedeutet: Die Integralktirve 
mufs die Leitlinie znm zweiten Mai scbneiden; dieser Scbnittpunkt 
kann nun entweder, von P aus gereclmet ? diesseits von P l liegen, 
oder jenseits. Die in der Figur ansgezogene, wellenformige Gestalt 
der Integralkurve enfcsprielit der ersten, die puaktierte Gestalt der 
zweiten Mogliehkeil Wir wollen zeigen, dajs wir die erste Moglicfok&it 
der WirklicKkeit entspricM, 

Zum Beweise liaben wir aufser dem Vorxeichen der Krummung 
deren Grofse zn beacliten* Letztere ist in recbtwinkligen 
w* v bekanntlich dnreh den Ausdruck 
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x dv s 

a) 



gegeben. Wir werden statt dessen als einen angenaherten Ausdruck 
fur die Kriimmung den folgenden 

b) 



dv* 

substituieren, dessen jeweiligen Betrag wir direkt aus der Differential- 
gleichung (19) entnehmen konnen. Dieser Wert ist allerdings etwas 
zu grofs und stimmt nur dann init dem genauen Wert der Xrunmmng 
hinreichend iiberem, wenn die Neigung der Kurventangente gegen die 
Abscissenaxe klein ist. Dafs dieses in tmsereni Falle zutrifft, konnen 
wir nicht nut Sicherheit behaupten; nur soviel ist nach einer Be- 
inerkung auf der vorigen Seite klar, dafs die Neigung der Kurven- 
tangente niemals unendlieh grofs werden kann; denn dann wiirde die 
Projektion der Integralkurve auf die Abscissenaxe diese nieht mekr 
eindeutig uberdecken, 

Auf der Leitlinie selbst hat wie wir wissen die Integralkurve die 
Kriimmung Null. Ersetzen wir in der Grleichung (15) die Zahl m 2 
durch eine wenig kleinere oder grofsere, so entstehen zwei Nachbar- 
kurven der Leitlinie von wesentlich gleichem Verlauf, welche beispiels- 
weise bfeide durch den Punkt P t hindurchgehen und sich asymptotisch 
der positiven Abscissenaxe anschliefsen. Wir konnen etwa statt der 
kleinen Zahl m 2 das eine Mai den Wert Null, das andere Mai den 
Wert 2m 2 einsetzen. Die erste unserer Nachbarkurven fallt dann in 
dem uns interessierenden Grebiete mit der Hjperbel uv == 1 zusaminen, 
die zweite hat die Grleichung 

In den Punkten der ersten bez. zweiben JSTachfearkurve besitzt die 
Integralkurve nach GrL (15) die angerfaherte Kriimmung 

d z u ^ - w 2 __ i 
bez. 

Der Wert von m 2 sollte etwa sein. Der Eeibungskoeffizient ^ 

luU / 

ist ein echter Bruchj als Grofsenordnung kann man etwa -g- annehmen, 
so dafs a 2 etwa ^r wird. Auch die Verhaltniszahl I ist ein 

& ill Mi 
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echier Briiek^ da der Sehwerpunkt elnen. merktichen Abstand von dem 
festen Punkte haben naufs, wenn. anders wlr es uberhaupt mit einem 
,,schweren Kreisel" zu ihua haben, wahxend die die Figurenaxe nach 

untenhin begrenzende Halbkugel sicherlieh elnen kleinen Radius be- 
sitaen wird. Um eine bestimmte Angabe zu machen, wollen wir etwa 

,1 s gleich rjrgg (d. h. E=*&.32$) setzen. Tlnter diesen Voraussetznagen 

wird die angeBaterte Erummung der IntegralkurFe auf unseren beiden 
der Leitlinie tenachbarten KnrYOE gleich. 10 6 ^ dor angenalierte 
KrUmmuiagsradiiis also nur gleich. ein Milliontel der Einheitsstreck 
unserer Figur. Dabei ist der Abstamd unserer boidn NachbarknrYen 
ton einander mid YOU der Leitlinie ein aiofserst geringer ? namlieh 
selbst von der Ghrofsenordaung w 2 und er vermiiidert sich Hberdies Mit 
wachsender Annahernag an den Punkt P 1 . 

Die Krummung der Integrallmrve also, die <mf der LdfKnie selbst 
den Wert Null Jiat, wird in nachster Nahe derselben schon sehr grofs. 
Sobald sick die IntegralTwwve nwr merMich von der Leitlinie entf&rnt kat^ 
mufs sie schleunigst wied&r wmbiegen und sich d&r Leiilinie abermals 
nahem: Die Iwtegralkurve ist Mernack gestwungen, mit fmfserst gennger 
Amplitude und S$annweite nm die Leitlinie Jierummoscillieren, ihnlich 
wie ein Masse^punkt um eine Euhelage mit kleiner .Amplitude und 
kurzer Schwingungsdauer herninpendelt ? wenn er schon bei geriuiger 
Entfernxaig von der Euhelage durch eine grofse Kraft nach jener 
zurtickgetrieben wird. 

Somit ist bewiesen ? dafs der in der Fignr 79 punktiert gezeichnete 
Verlauf der Integralkurve bei klein^nx Werte von m 2 , d. h. bei grofsem 
Anfangsimpnls unmSglich. ist und dafs der geschlangelte, ansgezogena 
Verlauf mindestens qualitativ der Wirklichkeit entspricht. Der punktiert 
gezeichnete Weg mag vielleicht bei schwachem Anfangsimpulse zur 
Geltung kommen, doch gehen wir auf diesen minder wichtigen Fall 
nicht ein. Die entspreehenden tfberlegungen und Konstruktionen la/ssen 
sich fast Wort fftr Wort auf den Fall P < ubertragen; wir konnen 
daher behaupten, dafs auch in Fig. 80 die Integralkurve um die Leit- 
linie herumpendeln mufs und niemals erheblict von ihr abbiegen kann. 

tlbrigens lafst sich die hier befolgte Schlufsweise, die wir als 
graphische Integration bezeichnen konnen, sofort auf den allgemeinexi 
Fall der Bifferentialgleichutig 



ubertragen, wenn die Funktion f(u,v) in der Umgebung der ; ,Leit- 
linie" f(u, v) ein atarkes GM&lle besitzt und der Anfangspunkt 
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der Integcalkorre der Leitiinie niclit zu fern angenommen "wird. Aaeh 
hier mufs die IntegraUrarve fortgesetzt ton die Leitiinie faenunpendeln, 

tlber die Amplitude und Spannweite der Pendelungen haben wir 
bislier irar gesagt ? dafs sie aufserst klein sein urassen; wir f&gen noch 
hinzu, dafs sie um so Jcldmer ausfatten mussen y je Meiner die ZaM m? ? 
je grofser also der anf&ngliche BeWegungsimpuls ist, wnd dafs sie mit 
mnekmend&r Annaherunff an den Punkt P t dbnehmen mussen. 

Denken wix nns, inn dieses eiEzuselieii ? die NiTeaulimen des Ans- 
dnicks f(u, v) konstruiert, welclier imserer Differentialgleicliimg zufolge 
die angenalierte Krinnmung der lategralkurve "bestimmt, in der Weise^ 
^ie dies fHr die speziellen Niveaulinien f(u, t?) = (die Leitiinie) 

und f(u, ?) / frt (di e beiden oben genannten Nactbaxkurreu.) 

gesch.eh.en ist. Diese MTeaxdinien liegen um so dichter, je kleiner m* 
ist, aufserdem verdichten sie sich. in der Nahe des Punktes P 17 da sie 
alle durct diesen Punkt Mndurek miissen. Die Dichtigkeit der Niveau- 
linien liefert aber direkt einen Mafsstab fiir die EruinmTingszunaJinie 
der Integralkurve in dor Kfalie der Leitiinie tind for itre Tendenz ; 
nach, der .Leitiinie znruekznkeliren. Noch anschatiliclier konnen wir 
tins den Ansdruck f(u, v) als ein Relief modelHert denken, indem wir 
nns den absoluten Wert von f(u, v) als dritte Koordinate senkrecit 
zur u, ?-Ebeno auftragen ; -wobei die eben genannten Mveaulinien zu 
Hoheplniien des Beliefs werden* Es entsteht so eine Binne ? deren 
SoHe in der *, ;-Ebene liegt nnd mit nnserer Leitiinie znsammen- 
faEt tind deren Bosclrungen beiderseitig um so steiler ansteigen, je 
kleiner m* ist nnd je mehr wir mis dem Punkte P x nahem. In 
letzterem stellen sich. die Boschuagen genau lotrecht. Wiedemm 
wachst mit der Steilheit der Bosch.nngen die Schnelligkeit, mit der 
die Lategralkurve t>ei seitlicher Abbiegung der Leitiinie wieder znstrebt 
Die Integralloirve verlattft afanlieli wie die Bahn eines schweren Punktes, 
der in der (reibungslos gedactten) Eisaae entlaaag liuft, zugleict aber 
vermoge eines seitlichen Anfangsanstofses abwechselnd rechts nnd links 
an den ESndern etwas auflaTift. WahreHd die bei den aufeinander- 
folge&den SeiteBpendelimgen erreichte Hohenlage nach. dem Energie- 
gesetz dieselbe isfr, wird die in horiKontaler Rich-tung gemessene Ampli- 
tude der Seitenabweichung um so kleiner, je grofser die SteiDieit der 
Binder ist 5 desgleichen wird die Zeitdauer der atrfeinanderfolgenden 
PendelungeB oder^ was auf dasselbe heranskommt, die langs der Sohle 
gemessene Spannweite der Seitenpendelungen geringer bei waehsender 
Steilheit der Bander; denn die nacli der Rinne zurfiektreibende Kraft ; 
d. h. die in die Bdschung fallende Komponente der Sciwere, ist dem 
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Grcfalle der Bosckung proportional. Die Baku des Massenpunktes wird 
also, auf die korizoritale Zeiekenebene projiziert, was die Ausgiebigkeit 
der aufeiaanderfolgenden Pendelungen befcrifft, in der That die in der 
Pig. 79 und 80 dargestellte Form axmckmen, welclie somit aucli unserer 
Integralkurve zukommen wird. 

Die Schlofsfolgerungen, die sick VOB kieraus fur den Ablauf der 
Kreiselbewegung ergeben, liegen auf der Hand. Mit wacksender Zeit 
niinmt der Eigenimpuls 2V" seiner Grofse naek ab. Fiel er anfangs in 
die Ricktung der Figurenaxe, so ist aufangs \N\> n\ nnd mit 
wacksender Zeit nakert sick N deni Werte n, d. k. t? dem Werte 1. 
Unsere Integralknrve zeigt dami, dais sick gleickzeitig u dem Werte 1 
oder & dem Werte nakert. Die Figurcnaxe richtet sick also (lurch 
den Einflufs der gleitenden Reibung aUmaklicfi auf. 

Hand in Hand init der Aufricktung der Pigurenaxe gekt natiirlick 
ikre Procession nm die Vertikale von statten, deren jeweilige Ge- 
sckwindigkeit sick nack Gl. (3) aus dem augenblicklicken Werte von 
^ und N bez. von u nnd v berecknet. Die Aufricktung der Piguren- 
axe wird unterbrocken und ikre Pracession wird begleitet von kleinen 
Nutationen der Figurenaxe, die durck die Seitenpendelungen unserer 
Integralkurve dargestellt werden. Diese Nutationen sterben aber in dem 
Mafse ab) wie sick die Figurenaxe awf richtet und sind ubrigcns von 
Hause OMS urn so Ideiner, je grofser der Anfangsimpuls war y voraus- 
gesetzt natiirlick ? dafs dieser genau oder ungefakr die .Ricktung der 
Figurenaxe katte. 

Ist die aufreckte Lage erreickt, so fallt der biskerige Ghrund fUr 
die Abnakme des Impulses, die gleitende Reibung, fort. In der Tkat 
ergiebt sick mit u = 1 aus GL (6) dN/dt= 0; es bleibt also von nun 
ab N = n oder v = 1 : Unsere JntegmlhurvG endigt im Punkte P x und 
der Kreisel verharrt in der aufrechten Bewegung. Die endgiiltige Ver- 
nicktung des Bewegungsimpulses fiillt nickt der gleitenden sondern 
der bokrenden Reibung ssu, wie bereits iin vorigen Paragrapk aus- 
einandergesetzt wurde. 

5. Amgenalierte formolmaffiige Darstellung des Bewegnngsverlaiifes. 

Da wir auf Grund der vorangekenden Diskussion die Bewegung der 
Figorenax grapkisck bekerrseken ? wird es nun leickt sein, eine nakerungs- 
weise foriaelmafsige Darstellung der Bewegung EU geben. Wir fugen 
diese nacktraglick kinzu ; toils um einige numeriscke Recknungen an- 
stellen zu konnen, teils um den in der EinJeitung (pag. 5) ausgesprockenen 
Grandsatz zu verwirklicken, nack welckem ; ,unsere Kenntnis der Meckanik 
nickt auf die Pormel basiert sein solle, sondern umgekekrt die ana- 
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lytisehe Forioulierung als letzte Konsequenz aus einem griindiiclien 
Verstandnis der meehanischen Verlialtnisse Ton selbst zum VorscBein 
komme". 

Der Gedanke bei der folgenden Naherungsrechnung bestelit darin, 
dafs wir ; was die Anderungen Ton <- angeht, fur die oscillierende 
Integralkurve der Figuren 79 und 80 unsere Leitlinie selbst substi- 
tuieren, Was wir dabei vernaelilassigen, sind die Nutationen der Figuren- 
axe^ welclie die Bewegung nur Toriibergeliend und in geringem Grade 
beeinflussen 7 was wir aber beibetalten und in uaseren Forraeln zum 
einf adieu Ausdruek bringen^ ist das Anfrichten der Fignrenaxe, die 
Abnahme des Impulsvektors und der mittlere Betrag der Pracession, 
d. IL. alle wesentlichen Momente der Bewegung. 

Wir seiteji also die Grl. (14) des yorigen Paragrapten als die 
wahrend der Bewegung angenahert gultige Beziehung zwischen dem 

N" 
Neigungscosinus u == coss ^ und der Impulsgrofse v = an. Um die- 

% 

selbe nach v aufzulosen ; schreiben wir sie folgendermafsen: 



Die beiden Wurzeln v l9 v z dieser quadratischen Grleichung werden: 



Wegen der aucb jetsst voraaszusetzenden Kleinlieit der Zanl 
& j 

zieben wir die Quadratwurzel nach. dem binomischen Satze angen'aherfc 
aus. Es ergiebt sich: 



Da w<l ist ; wird t\>l, ^ 2 <1. Die Bedeutung der beiden Wurzeln 
folgt aus Fig. 78. Scineiden wir namlich die ausgezogene oder die 
punktierte Leitlinie jener Figur mit einer zur Abscissenaxe parallelen 
Geraden w == const. ; wobei < w < 1 sein moge ? so erbalten wir zwei 
Sclmittpinifcte, von denen der eine reclits von P 1? der andere links 
davon zwischen P t und P 2 liegt. Dem ersteren entspriclat ein AbseisseH- 
wert ^ > 1 7 dem letzteren ein solcher t? 2 < 1. Wir interessieren uns 
nur fur denjenigen Teil der Leitlinie, weleher von unserer Integral- 
kurve umschlangelt wird ; liaben also nur den Wurzelwert % zu be- 
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radbsiektigen, Gehen wir noch zu der nrsprangliciien. Bedeutung der 
Zeichen i?, w und w? zuriiek, so konnen wir die far % gefundene 
Fennel so sckreiben: 



Wir erkennen Meraus, in welcher gegenseitigen AtkangigMt & gegm 
und N gegen n Jconvergiert. 

Wir bereckneB zweitens die Pi-acessionsgeschwijidigkeit I/, die ssu 
den. wechselnden Neigungen der Figurenaxe gehort. Aus (1) folgt 



P ~ 
= COS &. 

n 

Dies ist naeh CrL (3) des vorigen Paragraphen zngleich. die gesiichte 
PracessioBSgeschwindigkeit. Man h.at also 

(2) ^' = ~ cos 

und scliliefst, dafs sich die absolute Grofse der PracesswnsffescJiwMigJceit 
"beim Aufrichten der Fiyurenaxe ePwas bescfoleunigt 

Wir firagen sodann nacb. dem zeitliclieii Verlauf der Bewegtmg ? 
der ja aus unserer qualitatiTen Darateilung eliminiert war. Hierbei 
wir auf die Gri (8) des Torigen Paragrapten 



zurikjkzugeheiL (Das obere Vorzeichen gait bei positiyem AnfaEgs- 
werte von N y also bei positiTem n> das untere bei uegativem*) Wir 
berechnen dN durcb. & und d& ans GL (1): 



nnd erhalteii dann 



Das doppelte Vorzeichen diirfen wir dnrcli das einfaclie negatiTe or- 
setzen, wenn wir diaflir n mit dem Zeichen des absolaten Befarages 
rs0hen. Fnkren wir die Integrationen ans und bestinamen die Ipte- 
grationskonstante daraus ; dafs ^ = & fiir t - sein soll ? so ergiebt 
sich das folgende Gesefa fwr den #eifflichen V&rlcmf der Bewegwng: 



Das zweite Grlied der { } ist wegen des kleinen Faktors AP/n* offenbar 
klein gegeniiber dem ersten Gliede. Dieses erste Glied aeigt ins ; dafs 
das Anfricliten der Figurenwe zienslict langsam TOE statten gekt; 
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dena im ZaHer stekt die grofse Impnlskomponente n, im Nenner der 
Heine Reibungskoeffisient p, und der Heine Radius Q der Auflage- 
flacke. Die Zeitdauer des Aufricfitens wird um so grofser, je grofser der 
Anfangsimpuls war und je Jdeiner der ReibungsTcoeffizient $& sowie der 
Krilmmungsradius der Awflageflache ist. 

Der zahlenmafsige Wert der zum Aufrickten erforderlieken Zeit 
ergiebt sick aus (3), wenn wir & = setzen ? zu 

(4) T 

v / 



Die (wfreckte Lage wird also in mdlicher Zeit erreicM^ die Zeit ist bei 
sonst gleichen Umstanden im wesentlieJten der Tangente der Anfangs- 
neigung proportional. 

Eg eriibrigt nur nock, die Bahnktorvej die ein Punkt der Fignren- 

axe besckreibtj analytisct mid zeictneriscli daxzustellen. Wir geKen 
dabei einerseits Ton der Gl. (2) 

dtp P 



aadrerseits von der aus (3) folgenden Beziehimg aus: 
/K \ cZ'O' -p Mgitg cos 5 -^ 

w d?"^ s - ZAP 

1 
Dnrcli DiYision folgt 

5^ "" "" "" 

mid darch Integration 



Da die Gestalt der Bahmkurve in keiner Weise von dein dem Wiakel ^ 
irdrznsclareibenden Anfangswerte ^ abhangt ; liaben wir von der Hin- 
zufiigung einer Integrationskonstanten abgesehen. 

Hier wollen wir eine - unwesentliche Vernachlassigung gestatten ; 
dnrck die sich das folgende vereinfacht. Wir wollen namlich das 
ssweite Glied der { } IB (6) gegen das erste,wegen des Faktors APfn 
streiclien. Ferner wollen wir, um bestimmte Vorzeicken an liaben, 
vorfibergehend annekmen, dafs der Sckwerpunkt uber dem StultizpiinMe 
liegt und dafs der anfi/ngliclie Impnlsvektor die ungefahre Eicktung 
der positiven Figorenaxe kabe. Dann ist P = + Mg E zu setzen und 
in (6) das obere Vorzeicken zu waklen. Fiikren wir nock die sckon 
frUker benntzte Verkaltniszakl I = p/JS ein^ so sekreibt sick GL (6) 
folgendermafsen : 
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oder auch 
oder endlich 

co 



ist die gesuchte Gleichung der BabnJmrve bei positivem P und 
positivem Anfangsimpulse. Sie gilt ebenso offenbar bei anderer Wahl 
der Vorzeichen von P und n, wenn man nur notigenfalls den Sinn ; 
in dem ^ gerecknet wird, nmkelirt. 

Um sie verzeichnen zu konnen, miissen wir sie irgendwie anf die 
Zeichenebene projizieren und zwar einpfielilt sich wie friilaer die 
stereograpliischv Projection. Wir scblagen also ton den festen Punkt 
die Einlieitskugel ; anf weleher nnsere Bahnkurye verlauft ; wenn der 
sie erzeugende Punkt der Figurenaxe den Abstand 1 von liatte, 
nnd projizieren vom Sudpol der Einheitskugel auf die Aquatorebene. 
Der Nordpol geht dabei in den Punkt iiber, wahrend das Bild 
irgend eines anderen Punktes der Einheitskugel von den Absfcand 
r^tg^/2 und das Azimuth ^ hat. r und ^ sind also gewohnliche 
Polarkoordinaten des stereograpMschen Bildpunktes, bezogen auf den 
Punkt als Anfangspunkt, In diesen Koordinaten gesckrieben wird 
das Bild der Bahnkurve nach Q-L (7): 



Ihre Geetalt ist die einer Spirale, u, zw. lauft sie in den Punkt als 
eine gewohnlidie ArcMmedische Spirale aus, wahrend sie nach der anderen 
Seite bin sich dem Minheitskreise asymptotisch nahert. 

TJm dieses einzuseh.en ; beacMe man, dafs vermoge der Wail der 
Integrationskonstanten in Crl. (6) der aufrechten Endlage (^ = oder 
r = 0) das Azimuth, ip == und dafs alien friilieren Lagen der Figuren- 
axe negative Werte von ^ entsprechew. ITin also das Verbal ten cler 
Bahnkurve in der Nate des Punktes zu untersuchen, *liaben wir ^ 
klein vorauszusetzen und die Exponentialfunktion nact Potenzen von 
Api/? zu entwickeln. Es ergiebt sich so 

(8') r--lp% 

d. h. die Gleichung einer Archimedischen Spirale, 

Um andrerseits die Bahnkurve fiir weit zuriickliegende Zeiten fest- 
zusteUen ; haben wir ty einen grofsen negativen Wert beizulegen, also 
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als Hem anzusehen. r naiert sich dabei der oberen Qrenze 1, 
die Bahnknrre strebt also asymptotisch dem Einheitskreise zo. 

In der Nahe YOU 1st die Abnalime des Fakrstralals r bei einem yollen 
Umlaiif um gegeben dnrcli A j jr; dieselbe ist klein, well 3i und j* Heine 
Zahlen sind, yersekwindet aber nicht bei ABnaheraBg an 0. Dagegen wird 
offenbar, wenn wir die Kiirve riicfcwarfcs bis in dieNahe des Eiaheitskreises 
Terfolgen, die Zunaiuae des FakrsiscaHs bei eimnaligem tJmlauf um 
mit ximehmender Naherung an den Einheitskreis Terschwindend Hein. 

Man kann die (jestalt der Baksaknrve sehr schon exp^rimenteM 
eststellen> wenn man die Ej:eiselspit2e ihren Weg auf einer dagegen 
gekaltenen bernfsten Flache aufzeichnen lafst ; oder, was nocli empfehlens- 
werter ist, wenn man senkrechi znr Exeiselaxe einen kleineii Spiegel 
befestigt^ denselben mit einem Projektionsapparat belenclitet nnd den 
zurdckgeworfenen Liclitfleck auf einem Schinn beobacitet. Die so er- 
haltenen Knrven haben durchaus den Charakter der Mer gescMlderten 
Spiralen, nnr dafs der gleiehmafsige Verlanf der Spirale Ton aiifgesetzteii 
ScUangelungen (den Nntationen) unterbrochen wird, die wir bei nnserar 
Darstellnng vemaehlassigt habeu.. 

Fignr 81 ist unier der Annahme A/ = 1/10 entworfen. Sie ent- 
sprlcht der Wirklichkeit insofern nicht gut ? als der wirkliche Wert Ky, 
meist erheblich. Heiner sein diirfte. An ^. --- ^^_ 

einer Mheren Stelle (pag. 565) scliatssten 
wir p f l<H, A 2 =10- s , also Aft 1/100, 
was der Wirkliekkeit naKer kommen dtefte. 
Jedooh wurde bei Zngnoadelegung dieser 
Zahl die Zeidmung schon etwas tin- 
dentlich werden. 

Fur die folgenden ZaHenreclmiingen 
woEen wir dagegen den letetgeamnnten 
Wert bematzeii. Wir fragen tins anijaclist, 
wie Tiele WmdnUgeii die Babnkurve ans- 
fiChrt, bis sie TOH eisier gegebenen Aufsngs- 
lage au im Kullpnnkie endigt. Die An&ngslage sei etwa ^ == 60. Den zu- 
gekorigen Wert des ArinroAea ^? 0? welcher negativ ausfaEen mufs, entnek- 
men wir atis GL (8) oderj noch. etwas genauer, ans 61. (6), indem wir das izn 
vorstehenden TemacHassigte Giied dieser Qleichung mitrechnen; er wird: 







Mg. 81. 



Mit 1ft 



A 1p 



10 "" 2 , * 



80 1,06 und dem schon Mher yoransgesetaten 



Wert 1/100 ergiebt sich 
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Dies 1st der Anfangswert des Winkels #. Da der Endwert, bei auf- 
reekter Stellung der Figurenaxe, ty 1st, so giebt uns ^ zugleick 
den Cresamtwinkel ? mn den sick der TOH aus gezogene Fahrstrahl 
bei der Bewegting gedrekt kat. Die Zabl der Windungen der Spirale 

wird daher 

IM31. 

Die Figurenaxe umkretet also die Vertikale eine erhebliche AnzaU von 
Malen, bevor sie mit ihr msammenfallt* Die Gangkoke der BahnkurTe 
wird dementsprechend in sfcereograpkiscker Projektion recht gering und 
erkeblick geriager wie im Fall der Fig. 81, wo die entspreckende 
Zakl Ton TJmgangen nur 2,1 betragt. 

Wir konnen auck die Nutationen, obwokl sie aus unserer Be- 
trachtung kerausgefallen sind, nacktraglick ihrer ungef aliren Haufigkeit 
nack bestimmen. Es lafst eich zeigen, dafs die Periode tr der Nuta- 
tionen nakerungsweise denselben Wert wie bei der reibnngslos Toraus- 
gesetaten p&eudoregularen Pracession kat namlich. (s. GIL (15) Ton 
pag. 305) den W0rt 



Zum Beweise geken wir anf die Differentialgleichung (7) von 
pag. 558 zuruck, setzen darin # * ^ + % und rersteken unter ^ 
den vorstekend stadierten pracessionsaknlicken Teil der Bewegnng, 
unter &$ die hinznkommende Nutation. ^ ist dann eine langswn ver~ 
anderliche, 9 9 eine schnell veranderliche dber Ueine Grofse. Dement- 
spreckend wird man */' gegen &%' vernacklassigen und bei der Ent- 
wickelting Ton Q-L (7) nack # 2 nur die erste Potenz von & 2 beibekalten, 
Es entstekt mit Riicksiclit atif die Definition Ton * x ans dex Gleickang 
der Leitlinie: 



Die Her angedeutete DifferentiatioE lieferfc einfack (vgl 9 7 &k (13)) wo 
eine analoge Boctnung ausaufiikren sein wird) N^/A. Die Bestimmungs- 
gleickung ffir ^ s lautet mitkin: #/' + % j^-=-0 und liefert integriert 
die obige Periode. 

Bedentet andererseits T die Zeitdauer des ein^elnen Pracessionsum- 
gatiges uiid dekt man Ton der durch das Aufrickten der Figurenaxe 
bedingten geringen Beschleunigung der Pracessionsgesckwindigkeit ab, 
so kaain man setzen: 

i 
und nack Gl. (2): 
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(10) - cos . 

ATIS (9) und (10) ergiebt sick mit Riicksicki; auf (1): 
T nN 1 n* i /. J.P 



Unter 0- 1st kierbei ein Mittelwert des Neigungswinkels & wakrend des 
fragliclieii Pracessionsumganges verstanden. Das Verkaltnis T/r be- 
deutet <fe AnzcM der Nufationen, die auf eim Prdeession entfallen. 
Diese Auzabl 1st, wie wir seller^ der GrofsenprdiLiiiig nach. gleich, wP/AP, 
also unter den oblgea ZaHe&annabmen gleick 100. Di^ unserer Spirale 
sicJi ub&rlagernden Schldngelungen sind also aufserst saklreick und dicfit. 
ScHlefslicli fragen wir nock nact dem ZaHenwert der Zeitdaner 
I 7 , in der sick die Figurenaxe aufricktet. Diese drficken wir etwa in 
EinJieiten der Umdrekuagszeit T Q des Kreisels nacli erfolgtem Aufrickten 
atis. Alsdann ist der Gresamtimpuls genau gleick n uad die Lange des 
EotatioBSTektors gleick \n\/G geworden. Die Zeitdaner r ergiebt sich. 

daker aus 

2 _ \n\ 

~^~~'~C~[ 
Multipliziiereii wir diese Gleickung mit 6-1. (4), so entstekt: 



Mit n*/AP = 100^ Ap- = 1/100, ^ = 60 ergiebt sick 



Mackt der Kreisel nack der Anfrecktstelltmg noek ftof Umdrekungen 
pro Sec 7 so ist V Q = 1/5 sec. nnd ; wenn man insbesondere A = C 
nimmt, T = 546 sec. ca. 10 Minuten. 

Bei tmserea leteten Bereelmungeii sowie bei der Besckreibiing der 
Bakafcarve ist indessen zu bedenken ; dafs unsere Befaracktangeu nur 
bis in die IJake der aufreckten Lage, nickt bis zu dieser selbst zntreffend 
zu sein beanspruckea. Demi wir kaben (CJngenauigkeit II) die bokrende 
Eeibung gegeniiber der gleitenden Temacklassigt^ was nur bei nickt zu 
Heinem Winkel & znlassig ist (ygl. pag. 551). Yon unserer Baknkurye 
miissen wir daker das letzte, in den Punkt auslanfende Stuck als 
tiiiTerburgt anselien, 

Wir wollen, endiiek iiock 7 indem wir in unseren Formehi ^ 
setsren, die kier betracktete Bewegung in "das System der reibungslosen 
Bewegungen einordnen. Wir geken dabei aus von Gl. (5) ? welcke mit 

p liefert 

^ Oder ^ const. 
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Dies ist zugleich bei yerschwindender Reibung die (Jleichung der Bahn- 
kurye. Aus ABUT &L (I) und (2) folgt dann, dafs auch N und ^' kon- 
staait werden. JB0i verschwindender Reibung geM also die hier ttefaachtete 
Bewegung in die regulare Procession uber. Deshalb konnen wir sie als 
w eine Pracessions-almliclie" oder eine ;; durch Reibung gedampfte Pra- 
cession" bezeickneii. Nehmen wir andrerseits die Nutationen mit in 
Reclaming, die in unseren Fonneln nicht izum Ausdruck kamen^ die 
sicli aber ? wie wir iin vorigen Paragraphen sahen, unserer Bewegung 
iiberlagern, so tritt unsere jetzige Betrachtung in direkte Beziehung zu 
den fruheren Untersiichnngen uber die pseudoregulcvre Procession und 
zeigt uns, wie diese wichtigste reibungslose Bewegung durch. die Reibung 
modifiziert wird. 

6. IJber einen belm Ansatss der KeibiiBgsprobieme nalieliegendea 
FeMer. Nachtragliclie Beelitfertignng der obigen Beliandlung tind 
Himweis anf das Experiment, 

Der gegenwartige Paragraph, hat zunachst den Zweck ; unsere 
firuheren Angaben iiber die Bestimmung der Reibungsarbeit und des 
Reibungsmomentes (vgL 3 pag. 550) zu rechtferiigen bezw. zu 
besehranken. Dabei werden gewisse charakteristische Unterschiede 
Kwischen den Reibungskraften oder allgemeiner gesprochen solchen 
Kraften^ die ihrer Grofse oder Richtung nach yon der Gescliwindigkeit 
des Systems abhangen, und denjenigen Kraften zur Sprache kommen, 
die sich. nach Grofse und Richtung allein durch die jeweilige Lage des 
Systems bestimmen und die man bei den Entwickelungen der theore- 
tischen Mechanik in erster Linie im Auge zu haben pflegt. 

Wir haben pag. 550 die Arbeit einer unendlich kleinen Drehung 
um eine horizontale und eine vertikale Axe gesonderfc berechnet und 
haben die erste als die Arbeit der gleitenden, die ietztere als die der 
botrenden Reibung angesprochen. In Formeln war 

^ "^ * -^^ sin a At 



cos a dt = $&RaQ cos a dt, 
wo a eine Lange yon der Grrofsenordnung des Radius des Berfihrungs- 
kreises bedeutete. Die gesainte Reibungsarbeit also, welche bei der 
unendlich kleiaen Drehung Qdt um eine zur Vertikalen um den Winkel 
u geneigte Axe zu leisten ist # wire hiemach 
(2) dSl B j& JRQ (p sin a + a cos ) dt. 

Ist nun dieses Verfahren ohne weiteres zulassig? 

Wir wollen ssunachst den einfachen Fall eines einzelnen Massen- 
punktes betrachten^ der sich in einer Ebene einmal unter dem Einflufs 
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einer scion durck die Lage des Pianktes bestiimnten Kraft P, das 
andere Mai unter dem Einflufs einer Eeibuugskraft bewegt. Die Eeibungs- 
kraft IF" ist zwar, wenn wir das Coulombseke Reibungsgesetz zu Grrunde 
legen, der Grofse nack TOB der Gesckwindigkeit tmabkangig, namlick 
gleiek pit, wo M die Eeaktion unserer Ebene auf den Punkt be- 
deutet, aber der EicMuiig nacb von ilir abhangig, namlicli der Eichtung 
der angenblicklichen Greschwindigkeit entgegengesetzt. Auf dem Weg- 
gttLckckeii ds betragt nun die Arbeit das eine Mai 

(3) rfSt==Pcos(P ? ^)ds, 
das andere Mai 

(4) dW = - Wds = - iiEds. 

Andererseits berecknen wir diese beiden Arbeitsgrofsen, indem wir 
den Weg ds in zwei recbtwinklige Komponenten dx nnd dy anflosen. 
Anf dem Wege dx leistet P die Arbeit P x dx, wenn P x die Kompo- 
nente yon P nach der ^-Axe bedeutet. Entsprecbend berechnet sich. 
die Arbeit auf dem Wege dy^ als Gesanitarbeit ergiebt sicb. daher: 
(30 d%^P x dx + P rj dy, 

was bekanntlich. mit (3) stimnit. 

Wollen wir im zweiten Falle ebenso verfaliren ; so wurden wir 
sagen: Ftihren wir zunachst die Bewegung dx ans ? so wird die Arbeit 
von W auf diesem Wege gleicb. Wdx == pRdx- denn bei der Be- 
wegung dx wirkt die Eeibung dem Sinne der Bewegung entgegen, also 
in der Eicbtung der negativen ir-Axe und ist der Grofse nacb durcb 
Eeibungskoeffizienten und Gegendruck M gegebea. Ebenso wird die 
Arbeit auf dem Wege dy gleieh Wdy. Iin Gfanzen erMelte man so: 
(4 7 ) dW - W(dx + dy)=* pR (dx + dy), 

was ersicktlicli mit (4) niclit stimmi 

Die Berecknung der Eeibimgsarbeit aus den Arbeiten der Teilbe- 
wegungen ist also, in dieser Weise ausgefuOirtj unstattbaft. Man er~ 
kennt aber leicbt^ wie man diese Berecknung zu korrigieren bat, wenn 
man an der Zerlegung der Bewegung in die Komponenten dx und dy 
festhalten will: Man mufs die bei der tbatsachliclien Bewegung ds auf- 
tretende Eeibung W in zwei Kornponenten W x == W V- ^ftd W y = W ~ 
zerlegen und die Arbeit dieser Komponenten bei den Teilbewegungen 
dx und dy bestijnmen. Alsdann ergiebt sicli richtig und in tJberein- 
stimmung mit (4): 



Ahnlick kat man allemal bei Eeibungswirkungen und ailgemeiner 
bei Kraften, die in irgend einer Weise von der Gresckwindigkeit ab- 
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liangen, zu untersekeiden: gwischen der Arbeit, wdche lei den Tettbe- 
wegungen, in die man die tJiatsachhcJie Bewegung gerlegen mag, m leistm 
ware, wenn erne solche TeXCkeweyumg fur sick letrachtet wird und ge- 
sondert vorhanden ware; und #toi$ahm derjenigen Arbeit, welche die lei 
der fhatsacJilichen Bewegung auftretenden Krdfte lei den gedachten Tdl- 
lewegmgen l&sfcto*).- Fur den Ansatz der Bewegungsgleicliungen hat man 
die sweite Berechnxoigsweise der Arbeit zu Grande m legen, wahrend 
die erstgenannte kierbei irrefiilirend sein wilrde. 

Im 3 wurde aber diese PntersclieiduiLg "bei der Aufstelluug der 
Torsteliend uater (1) wiedergegebenen Ansdrticke nicht tervorgehoben. 
Vielmeir wurde die bei der Rotation Q sin a dt imj. eine horizontale 
Axe zu leistende Arbeit rfS^ und die bei der Eotation ft cos a dt urn 
eine yertikale Axe zu leistende Arbeit d^ gesondert bereckaet ; als 
ob die eine oder die andere Rotation allein vorlianden ware; und es 
wurde stillsckweigend aageiiommen, dafs sioB. die Arbeit d*&., die bei 
der Rotation Qdt nm eine beliebig geneigte Axe zu leisten ist, additiv 
aus jenen Arbeitsgrofsen d^ und J3I 3 znsammensetzt. Dies ist nack 
den obigen Erfahrungen nictt zutreffend; wir mtissen daher die Be- 
reclinung der Arbeit d8C nacbtraglich kontrollieren. 

Hierbei diirfen wir ; urn die bohrende Reibung auf gleitende Bei- 
bung zuriickfuliren zti k6iuie3i ; den Beriikrungskreis zwischen der die 
Fignrenaxe begrenzenden Kugel und der den Kreisel tragenden Pfanne 
nicht in einen Punkt zusammenziehen. Allerdings tritt dann die pag. 548 
iiervorgeiiobeiie Schwierigkeit auf ; * dafs die Verteilung des Gegendruckes 
JB auf die Punkte des Beriitrangskreises statisch unbestimmt wird. Da 
wir auf elastische Vertaltnisse nieht eingehen konnen ; miissen wir eine 
Hulfsannahme maciien, Die naclistliegende Annahme ist, dafs sich der 
Q-egendruck E gleiclimafsig auf den, Umfang des Beruhrungskreises yer- 
teilt. Unterscheiden wir also die Punkte des Kreises durch einen mn 
den Mittelpunkt des BerOjmungskreises kerum gezahlten Wiakel /J, so 
wird auf das Kreis -Element dft der Bruchteil -^ JB des gaoasen Gegen- 
druckes JB kommen. Sicherlicli ist diese Verteihmg bei merklicher 
Weigung der Figuren'axe nicht gauz zutreffend j sie moge aber der Ein- 
facli]ieit wegen zugelassen werden, 

Die folgende Zeictnung bezielit sick auf die Ebene des Beriiixungs- 
kreises (Mg. 82). Der Radius des Beriihrungskreises heifse a; p sei 

*) Eine interessante, tecliBisch wichtige Folgerung Meraus ssielit H. Lorenz; 
in einem Lehrbnch der teclmisclien Physik, Munclien 1902, S 185: Der in Be- 
wegnng befindlicte SteuerscMeber einer Bainpi'maschiiie IMtii sich troiz des grofseii 
axif ihm lastendm Dampfdruckes senkrecKt gegen seine Bewegtmgsrichtung fast 
reibungBlos vetscMeben, 
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der Badius der begrenzenden Kugel Die beiden Teilbewegungen sind 
je durch einen Pfeil angedeutet: die Drehung Q. cos & di um die Ver- 
tikale durch 0, welche sich in der Figur in den Mittelpunkt des Be- 
rtihrungskreises projiziert und clie Drehung Q sin a At um eine hori- 
zontale Axe durch 0, welche um den Kugelradius g oberhalb der 
Zeichenebene liegend zu denken ist und die sich in den Durchmesser 
DD projizieren mogen. Von diesem Durchmesser aus moge aueh das 
Azimuth j3 gemessen werden. 

Um die Beibungswirkong in einern beliebigen Punkte P feststellen 
zu konnen, mufs man die Bewegung dieses Punktes kennen. Sie setzt 
sich aus zwei Teilbewegungen 
du und dv zusammen; du ent- \w 

spricht der Vertikalkompo- 
nente des BotationsTektors 
und ist tangential zum Be- 
ruhrungskreise gerichtet; d 
entspricht der Horizontal- 
komponente desselben und 
liegt eigentlich nicht genau 
in der Zeichenebene. Viel- 
mehr ergiebt sich die ge- 
nauere Bichtung Ton dv als 
das gemeinsame Lot auf 
der Horizontalkomponente des 
BotationsTektors und dem 
Ictirzesten Abstande des frag- 
lichen Punktes P Ton der Axe jener Komponente. Sofern aber die 
Pfanne flach und daher der Badius a Hem gegen den Badius ^ ist, 
ist die Neigung Ton dv gegen die Zeichenebene nur gering. Deshalb 
moge es gestattet sein, dv in die Zeichenebene fallend anzusehen. Im 
gleichen Sinne wird es erlaubt sein, den Abstand des Punktes P Ton 
der Axe der horizontalen Botationskomponente, welcher eigentlich 
J = |/^ a 2 cos 2 $ ist, einfach gleich Q zu setzen. Hiernach ergiebt 
sich als Grrofse der Teilbewegungen 

du = 9 cos a adtf dv = Q sin a Idt ~ Q. sin cc gdt. 
Die Gesamtbewegung von P folgt Heraus zu 




g. 82 



~h %du dv ws(i. 

In jedem Elemente dft des Berulirungskreises tritt nun eineBeibungs- 
kraft W auf, deren Bicttung der Bichtung TOH ds entgegengesetzt ist 
und deren Ghrdfse zufolge unserer Annalime fiber die Verteilung des 
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Gegendruckes gleich iiR~ ist In der Fignr ist W fur erne Anzafcl 
aquidistanter Punkte der Kreisperipherie konstraiert Die Arbeit dieser 
Reibiingskraft wird gleicli 



die Gesamtarbeit auf dem ganzen Beriikningskreise daher gleich 



Tragea wir den angegebencn Wert ftir ^5 ein, so konnen wir schreiben: 

+n 
* I 



7* 



Dies ist ein elliptisclies Integral. Statt /5 fuhren wir als Integrations- 
variable y /!/2 ein; nnser Integral nimmt dann die Form etnos Le- 
gendresclien Integrals jzweiter Gattung an; es wird namllch: 

+ rt/2 

(5) <*= ftB9 (a cos cc + $ sin ) rf^ i / rfy ]/l-Fsin 2 ^ 

-r/8 

wobei jsur Abkurzung gesetzt ist: 



___ 
m *? * A + % \* ' 

Der somit festgestellte Wert (5) der Reibungsarbeit unterscKeidet sict 
aber von dem oben angegebenen Werte (2) nur durch den Faktor 



(7) 

wo die Bezeictnnng J& im Sinne von Legendre gebraucht ist. Die 
Eontrolle des Ansdrucks (2) wird also darin zu beeteken haben, dafs 
wir uns ifrageii, inwieweit der lefcztgenannte Paktor von der EinMt 
abweicht. 

Zu dem Elide verzeiclme wir in Fig. 83 einerseits die Grofse von 

&, andererseits die von J57 (*) fto wechselnde Werte der Abscisse 

x = tg a. 

a e 

Was zunachst die Linie fiir Jfc betrifft, so xseigt man leicht, dafs 
dieselbe fdr den Abscissenwert x = 1 ein MaxiMiun besitat; der zn- 
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gehorige Wert von k ist gleich 1. Fiir x = -r- oder x = 2 ergiebt sich 
8 = .1, = 0,94, for # - oder x = 4 wird Jfc a ~, Jb = 0,80, fiir 

x == oder ^ = 8 folgt fe == 0,63 u. s. ; fiir % = und ^ cx> wird 
gleicherweise A = 0. Wir haben also bei x = einen steilen Anstieg, 




dauri ein flactes Maximum tmd YOU kier aus einen asymptotisehea. 
Afefall zn Null 

Q 

Zur Verzeicliniing der LInie fiir _E(7c) genugen etwa die den 
meistea Logarithmentafeln beigegebenen Tabellen der EUIpsenquadranten. 
Dieselben zeigen beispielswelse, dafs fiir die soeben genannten Werte 
von * = 0,94, k = 0,80, Jc == 0,63 bezw. -- E(k) gleicb. wird 0,71, 0,81, 

o 

0,89. Fur den maximalen Wert 7c = 1 hat E (K) seinen Kleinstwert 

o ft 

== ? 64 ? fiir k = seinen Grrofstwert 1. 

Nun entspricbt der Abscissenwert x = 1 derjenigen Neigong cc von 
Rotationsaxe und Vertikaler, fiir welclie tg a == wird, wo also die 
Rotationsaxe gerade durch die Peripherie des Berukrangskreises bin- 
durctigeht. Dementsprechend bedeutet ein Abseissenwert x < 1, dafs 
die Rotationsaxe das Innere des Beriibrungsfcreises trifft, wahrend x> 1 
heifst, dafs sie aufserbalb daran vorbeigebt. Wenn, wie wir vorans- 
setxen^ der Bertihmngskreis klein-ist, (a Mein gegen 9), so mufs die 
Rotationsaxe sebon merklicb. senkrecht steken, wenn sie die Peripherie 
des BeruhriHigskreises treflen oder durch das Innere desselben hin- 
durchgehen soil. Zu alien einigermafsen betraehtlichen Neigungen der 

Rotationsaxe gehoren in unserer Figur grofse Werte der Abscissa x, 

*> 
mithin Werte von E (k), die der Einheit naho kommen. Auch iin 

umgekehrten Falle, wenn die Rotationsaxe dicht am Mittelpunkte des 

Bertihrungskreises vorbeigeht, wird der Wert yon E (K) nahezu gleich 1. 

In diesen beiden Fallen stimmt also unser jetziger Ausdruck (5) 

ftlr die Reibungsarbeit mit dem friiheren Ausdruck (2) merklich 
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eln. Unsere fruhere Behcmdkvng ist also gcrcchtfcrtigt I) wenn die Eo- 
tationsaxe einen merJdicfien Wirikd wit der Vertikalen T)ildet, 2) wenn 
sie fast genau mit dieser gusammenfattt Nur von diesen beiden Fallen 
kaben wir aber fraker gesprochen, von dem ersten Falle in 4 und 5 
(alknahliches AufrichteiL der Figurenaxe durck die gleitende Reibung), 
von dem zweiten am Sehlufs YOU 3 (allmahliclies Absterben der auf- 
rechten Kreiselbewegung infolge der bohrenden Eeibung). Wenn da- 
gegen die Rotationsase den Berukrungskreis trifft oder in seiner Nahe 
innerlialb oder aufsertalb Torbeigeht 7 d. k wenn x = ~ tg a weder sehr 
klein nocn sehr grofs ist, mufs der fruhere Arbeitsausdruck durch Hin- 

2 

znfugung des Faktors E (K) korrigiert werden., welcher im -ungunstig- 
sten Falle (x = 1) jenen, Ausdruck auf 64% des fruheren Betrages 
herabsetzt. 

Es ist aiicn von unsereni jetzigen Standpunkte ans zulassig und 
naheliegead, die gesamte Eeibnngsarbeit d$i in zwei Teile d^ und 
$31 2 aufzulosen, von denen der eine dem augenblicklichen Drehwinkel 
nm eine horizontale Axe Qisincc dt = d h proportional ist und Arbeit 
der gleitenden Beifiung genannt werden kann und von detten der andere 
dem augenblicklichen Drehwinkel um die Vertikale Qsinoj dt = dw v 
proportional ist und Arbeit der bohrenden Eeibung heifsen moge. Mit 
Benutzung der eben genannten Winkel konnen wir nach. (5) und (7) 
schreiben 



und konnen deinentsprechend definieren: 

(8) 



IE (It) dco v . 

Diese Ausdriicke stimmen wieder mit den friiheren Werten aus Grl. (1) 
iiberein ; wenn. $($) merklich gleich 1 ist ; wenn also die Rotations- 
axo entweder merklieh von der Vertikalen abweicht oder wenn sie fast 
genau mit ihr zusammenf aEt. Ini ersten Falle ergiebt sieh der friihere 
Schlufs ; dafs die Arbeit der bohrenden Eeibung klein gegen die Arbeit 
der gleilenden. Eeibung wird ; dafs man also von der bohrenden Eeibung 
naheruBgsweise absehen darf, wie wir es vermoge unserer Vernach- 
lassigung (II) ihaten. Ini anderen Falle ist umgekehrt die Arbeit der 
bohrenden Eeibung die iiberwiegende. Tritt keiner dieser beiden Falle 

ein, so sind die Mheren Ausdriicke (1) durch Hinzufftgung des Faktors 

(\ 

- J57(&) zu korrigieren. 
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Es 1st sckliefslicli durcliaus folgericktig, die Momente der gleiten- 
den und bohrenden Eeibung von unserem jetzigen Standpunkte aus 
folgenderweise zu definieren. Man bemerke allgemein, dafs das Moment 
einer Kraft inn eine Axe erklart werden kann als das Verlialtnis der 
Arbeit, welclie die Kraft bei einer unendlieb. kleinen Dreliung ton die 
fragliclie Axe leistet, zur Grrofse des Dreliwinkels. In "anserem Falle 
liandelt es sick einerseits uin eine korizontale Axe imd den zugekorigen 
DreLwintel dw h . Die in Betracht kommende Reibungsarbeit ist die 
Arbeit der gleitenden Reibung $8^. Wir definieren daker als Moment 
der gleitenden Reibung die Grrofse 



Andrerseits gekort zu der Dreknng dw v um die Vertikale die Arbeit 
d^ 2 der bobrenden Eeibung. Als Moment der bokrenden Reibung ist 
daber zu bezeicBnen 



Diese Werte stimmen naturlich wieder mit den in 3 pag. 550 an- 
gegebenen Werten von M nnd M 2 uberein, wenn die Rotationsaxe 
einen merkliclien Winkel gegen die Vertikale bildet und zeigen iins 
iiberdies ; wie die friilieren Werte zu korrigieren sind, wenn jene Vor- 
aussetzung nicht erfiillt ist. Die negativen Yorzeieiien^ welche bei 
unserer jetzigen Definition zu den Ausdriicken fiir M und Jf 2 hinzu- 
getreten sind^ waren fruber in der besonderen Festsetzung enthalten, 
dafs die Momente dem Sinne nack der zugehorigen Rotationskompo- 
nente entgegengesetzt sind. 

Bevor wir unsere Betraclitungen fiber die Reibung beim Kreisel 
mit festem StCitzpunkte besciliefsen, wunschen wir noTchmals auf das 
Experiment als den eigentlichen Wertmesser unserer tkeoretisclien Re- 
sultate Mnzuweisen. Wir taben taufig VersucHe mit dem auf pag. 1 
abgebildeten, von Roze konstruierten Kreisel angestellt und konnten 
Merbei die vorstehend gesckilderten theoretiscken Ergebnisse in all* 
gemeinen Umrissen dureliaus bestatigen. Dieses allerdings nur unter 
der Besckrankung, dafs der dem Kreisel ursprunglick erteilte Iniptils 
kinreickend grofs war, einer Besckrankung, die aber auck unseren 
saintlicken theoretischen Untersuckungen ausdriicldick zu Grunde ge- 
legt wurde. 

Bei nur mafsigem Impuls verlaufen die Erscbeinungen lange niclit 
so typisck und durcksichtig wie bei starkem Impuls. Alsdann spielen 
offenbar storende Ursacken, die wir im Einzelnen* nickt iiberseken 
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konnen, wie die besonderen Verkaltnisse an der Unterstutzungsstelle, 
eiae zu grofse Eolle gegeniiber den eigentlicben Tragheitswirknngen, 
die wir allein theoretisch. belierrsclieii. Die einfaehe sehematiselie 
Besekreibnng der R8ibimgseiniiusse ; die in den vorigen Paragrapken 
entkalten ist, pafst auf solclie Falle uiclitj und brauckt auck nack 
den eingeflilirten besehrankenden Voraussetzungen darauf niclit zu 
passen. 

1st aber der Impuls hinreichend stark ? so treten regelmafsig die 
ofters genannten Ersdieinungen auf: Die Figurenaxe richtet sich anf^ 
indem sie emeu Spiralkegel besclireibt, und aswar gleickviel ob der 
Schwerpunkt iiber oder nnter der Untersttitzungspfanne liegt; die 
Pracessionsgesebwindigkeit bescMennigt sich dabei, entsprechend GH. (2) 
von pag. 570 ; Nntationen der Axe ? die man anfangs etwa absiclitEcli 
dnrch. einen Scblag erzeugt tat, sterben in dem Mafse ab^ wie sich. die 
Pigurenaxe der aufrechten Stellung nahert 

Trotzdem lafst eine seiche allgemeine Bestatigung der Theorie noch 
viel zu wunscben iibrig, da sie iiber die quantitatiyen Verhaltnisse 
nichts besagt. Zu einer grtindliclien experimentellen Best'atigung ware 
es erforderlicli, zunachst die Masse und Massenverteilung des Versucbs- 
kreisels ; also die Grofsen M, P, A, C dnrch. Wagung und Schwingungs- 
beobachtung zu bestimmen, femer den urspriinglichen Wert sowie die 
Abnahme der Umdrekungszahl und somit indirekt die Grrofse des Im- 
pulses N durch stroboskopische Metkoden wahrend des einzelnen Ex- 
perimentes festzustellen und endlich die wechselnden Lagen des Kreisels 
zuverlassig zu registrieren. 

Wir sind uns woH bewufst ; dafs naeb dieser Richiung kin imsere 
Bekandlung sehr luckenhaft ist und wunschen dringend ? dais in kiinf- 
tigen Untersuckungen zur irdiscken Dynamik die experimentelle Priifung 
xmd die mathematische tJberlegung mekr als gleichwertige und gleich- 
unentbekrliclie Faktoren neben einander bekandelt werden mocliten. 



7. Binilufs des Liiftwiderstandes auf die Kreiselbewegung. 

STeben der Eeibung wirkt offenbar aucit der Luftwiderstand bei 
der Kreieelbewegung alg eine Energie verbraucliende TJrsacke init. In- 
dem der Kreisel die ipngebende Luft in Bewegung setzt und indem 
sieh diese Bewegung teUs weiter entfernten Luftschicliten mitteilt, teils 
durcb, die Beibung zwischen ungleich. bewegten Schichten verxogert wird ? 
fiiefst dauemd Bewegtrngsenergie von der bewegten Kreiselmasse in das 
umgebemde Mittel ab. Dieser Umstand kann nicht umhin ; auf die 
KreiselbeweguBg selbst zur&ckzuwirken. 
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Die Gtofse des Einflusses wird yersckieden sein je naek der Form 
des Kreisels und nack der Ark seiner Bewegnng. Mit einer Ver- 
grofsermig der Oberflacke wird der Einfliifs im allgemeinen waeksen, 
mit einer Yermekrung der Masse bei gleiekbleibender Oberflaeke ab- 
nelimen, Ein Kreisel yon grofsen Dimensionen wird daker yam Luft- 
widerstande weniger in Mitleidenscliaft gezogen warden, wie eiu 
geometrisck-aknlicker Kreisel yon kleineren Abmessungen, well das 
Yerhaltois Rauminkalt (oder Masse) zu Oberflacke bei jenem grofser 
ist wie bei diesem. Hat der Kreisel ? wie es bei pneumatischeni An- 
trieb der Fall ist ; Scliaufebi ? gegen welcke der antreibende Luflstrom 
gelentt wird, so wird beirn weiteren Bewegungsyerlauf der veizogernde 
Einflnfs der Lnft erheblich grofser sein wie bei einem Korper mit 
glatter Oberflache etc. 

Audi die Art der Bewegung nimmt auf die Wirknng des Luffc- 
widerstandes Einflnfs. Hat die Oberflaclie Eotationssymmetrie um die 
Fignrenaxe, so wird sieh der einfachen Dretung mn die Figurenaxe 
Bur ein geringer Luftwiderstand entgegensetzen. Dagegen wird die 
fortsehreitende Bewegting der Fignrenaxe in hoherem Grade dnrcK den 
Lnftwiderstand behindert werden^ und zwar die schnellen Nutationen 
wieder in kokerem Grade wie die langsame Pracessionsbewegung. Man 
wird also erwarten dtirfen ; dafs die Nutationen in scloiellerein Zeitmafs 
abklingen wi die langsame PracessionsbewegnBg und diese wieder 
selineUer wie die Eigendrekung nm die Figurenaxe ; dafs iiberkaupt 
durck den Lnftwiderstand und ahnlick durck die anderen Energie- 
verzekienden Wirkungen allemal auf eine Ausgleickung der tirspriing- 
lick vorkandenen Unregelmafsigkeiten und auf eine Yereinfaekung der 
Bewegungsform kingearbeitet wird. 

.Wie maij kiernack siekt, ist das Problem des Luftwiderstandes 
reicklick kompliziert. Tim es in Strenge zn bekandeln, ware es notig, 
Beben den Differentialgleickungen der Kreiselbewegung die kydrodyna- 
miseken Gleickungen fdr die Bowegung des umgebenden Mittels in 
ikrem weekselseitigen Zusammenkange KU beriicksiektigen 3 wie ackon 
gelegentiick des aknlicken ballistiscken Problems (pag. 585) bemerkt 
wiirde. Wir kamen dabei zu einer Aufgabe wie sie unter dem Namen 
,,Bewegung eines Korpers in einer FMssigkeit" yon matkematiscker 
^Seite yielfaek bekandelt worden ist*), nur dafs die grandlegende 
Yoraussetzting aller einsclilagigen Bekandlungen, dafs namlick die 
Fliissigkeit inkompressibel imd reikungslos sei und dafs ikr durck den. 



*) Bine znsammeiifassende Darstelltuig' der beta:. -Axbeiten giebt A. E. H. Love 
in der EncyMopMie der mathcon. Wissensck Bd. IT, Art. 16, Hydrodynamik U. 
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Korper eijie Bewegung mit Geschwmdigkeitspotentiai erteilt werde, 
fallen zu lassen ware, da sie den Verhaltnisseii des Luftwiderstandes gar 
zu sehlecht entsprichi Mit dieser Voraussetzung falH aber auch die 
Moglichkeit einer strengen nnd eleganten matheinatischen Behandlung. 
Wir inussen dalier auf eine Uniersuehung des Luftwiderstandes im 
AiiscMufs an die vorhandene nmtliemafciselie Litteratur yon vornherein 
verzichteiL 

Unsere Behandlung soil vielinehr derjenigen nachgebildet sein, 
die der Physiker bei der Be^tiimnung der durch Luftwiderstand ge- 
dampften Pendelsehwingungen, der Scliwinguagen einer Galvanometer- 
nadel mit magnetischer oder Fliissigkeibsdampfong etc. einzuschlagen 
pflegt. Man nimmt Merbei an ; dafe man die Dampfungswirkung 
wenigstens bei kleinen Ausschlagen dadurcli hinreicliend genan beriick- 
siclitigen koune, dafs man der BewegnngsgleicliuBg ein der aiigen- 
blicklichen Geschwindigkeit proportionales Glied hinzufiigt. Ahnlich. 
wollen wir annelimen, dafs die Wirhtng des Luftwiderstandes auf die 
Kreiselbewegung annatiernd durcli- eine der augenUicMidien Eotations- 
geschwmdigkeit Q tiach Ghvfse und Axe proportional entgegengerklitete 
DreKkraft lesclirieben werden Jcann. Losen wir etwa Q nach. den drei 
Hauptaxen des Korpers in die Komponenten p y q, r auf, so werden 
wir also die Komponenten des Luftwiderstandsmomentes nach. eben 
jenen Axen gleicli kp, ~~ &{l, hr seteen. Vielleicht ware es an- 
gezeigt, den Eoeffizienten Yon r kleiner zu waHen als die Yon p nnd 
q, also die Komponenten des Momentes gleichzusetzen - A x jp, ^q ? 
A 2 r (^ 3 <C^i) 7 weil dureli die Drehung nm die Figurenaxe, wie oben 
bemerkt, die Luft weniger mitgenommen wird, wie dureli eine Drehung 
der Figurenaxe um eine dazu senkrechte Axe. Da aber unser Ansatz 
auch. dann nieht beansprucben konnte, den Verhaltnissen der Wirk- 
Hchkeit genau zu entsprechen, so werden wir tins mit der zuerst 
genannten weitgehenden Schematisierung des Ansatzes begnfigen, der 
iibrigens fiir Spateres eine bcsondcre Bedeutnng hat. Ferner werden 
wir naturiich von alien sonstigen Eeibuugseinfliissen jetzt abseken. 

Wir wollen uns zunachst fragen ? wie die Beweytwg des krciffo- 
freien Kreisels (Poinsot- Bewegung) durch den so aufgefafsten Luft- 
widerstand modifiziert wird. Die Behandlung wird Mer sehr einfach. 
Bei der Poinsotbewegung gehen wir am besten von den Eulerschen 
Grleichungen (vgl. pag. 142) aus ; die sich fiir den symmetrischen 
Kreisel (J? = A) unter Hinzufugung unserer Luftwiderstandsglieder 
folgendermafsen schreiben: 
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CT 

At- -*' 

Aus der letzten Gleiehung erkennt man zunackstj dafs die Eigem- 
rotation r nacli dein folgenden Gresetz YOU ilirem Anfangswerte r aus 

(entspreckend t = 0) abnimmt: 

__;u 

(1) r~r e c . 

Die beiden ersten Grleickungen fassen wir nact. Multiplikation mit 1 
und i zu der komplexen Gleichung zusaramen: 

(2) 



Diirch Diyision mit p + igi und Eintragtmg des Wertes YOU r aus (1) 
ergiebt sick: 



. , _ . 



und durch Integration: 

it 

i / , . s ^^ C J.O. ~"c, , 

log (p + 2 ) = - -- 2 T *y 6 + const, 

Bestixamen wir noch die Integrationskonstante dureh. die Anfangs- 
werte p Q j q Q} so fconnen wir sckreiben: 

-f + =^. iro( i.r^) 
(3) jp + *2-(ft + ft,) A A l 

Man erkennt hierans, dafs der absolute Betrag von j? + iq, d. i. 
die Lange der aqnatorialen Komponente des Drelmngsvektors nacfa. 
einem SJbnlich einfaclien Gesetz abnimmt wie die Eigenrotation r. Man 
hat n*amlick 



(4) y?T? 

Bezeicluiet man ferner mit a denjenigen Winkel, den die genannte 
Komponente mit ihrer Anfangslage einseHiefst^ indem man setzt: 



so ergiebt sich ans (3) fiir cc der Wert 

^it 

/r\ " A. C /+ C\ 

(5) , a=BB __ Tro (i-. e a ). 

Nacli den Grleiehungen (1), (4) nnd (5) lafst sick nun der allgemeine 
Ckarakter der Bewegung folgenderma&en sckildem: Sowohl die Kompo- 
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nente des Eotationsve&tors nach der Figuremxe line die dam senJcrecMe 
aquatoriale Komponente warden durch den Luftwiderstand stetig Us auf 
Null verMrzt; die Zeitdauer dieses Vorganges 1st unendlidti; die Amahl 
der JJmgange, weldie der RotationsveMor mterAessen urn die Figwenaaee 
ausfiihrt, ist endlich und fierecJinet sick aus (5) && 

*< C^A C_ r, m 
2rc A I 



sie ist tun so grofser, je grofser die anfangliche Eigenrotation war 
und je kleiner die Dampfungskonstante I ist; mit versckwindendem A 7 
wo die Bewegung eine regulare Pracession wird, wachst jejae ZaU ; 
wie es sein miifs, ins Unendliche. 

Interessante TJnterscbiede ergeben sich je nack dein Verkaltnis 
der Haiipttragheitsmomente A und C. Wir bestimmen etwa die je- 
weilige Neigung |8 des Eotationsvektors gegen die Figurenaxe, indem 
wir Back (1) und (4) bilden 



Fukren wir nock die anfanglicke Neigung /? ein, so konnen wir 
sckreiben: 



(6) 

Der Winkel ^ waekst kiemaek kontinuierlick an oder nimmt standig 
ab ? je nackdem C kleiner oder grofser als A ist. Die Itotationsaxe 
strebt in jedem Fc$<e eintr Axe grofsien HaupUriigheitsmomentes m, im 
Falle des abgeplattetm Tragheitsdlipsoides (C>A) der Figwenaxe, im 
Fatte des v&rlcmgerten Iragtieitsellip$ai,des (C < A) dner agmtorialen 
Axe, Im Falle des Kngelkreisels, wo jede Axe als Axe eines groisten 
Haupttragkeitsmomentes aufgefafst werden kaun, wird die Eotationssise 
durck den Luftwiderstand nattirlick iiberkaupt niekt umgelagers; Mer 
bestekt vielmekr die einzige Wirkung desselben in einer ailmaklicben 
Sckwacknng der Eotationsgesckwindigkeit. 

Den TJntersckied zwiseken belden Fallen koimen wir nock deut- 
licker besckreiben, werni Y/ir an den Verlaaf des Polkodiekegels denken. 
Im Falle C>A verenyert sick der Polhodiekegel im Verlaufe der Be- 
wegung und ziehi sicli schliefslich auf die Figitrenaxe guswwnen, nock- 
dem er sie eine widliche AnzaM von Malm umscklungen liat; im Falle 
C < A erweitert er sick und laufl, abermals nach einer .endlichew An&cM 
wn Umgiingm, in die Aqtiatorebene des Krdsds facfieravtig 



*) Hatten wir den obeji gen^Bntezx allgemeiaeren Ausats gemaclii, be! 
welchem zwiackea l t m&d ^ a unteracMeden wird, 00 wiirdea wir als BediBgung 
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Wir wollen etwa, urn beide Falle durch eine Fignr veraBsehaulielien 
zn konnen, den Polliodiekegel mit einer HE Korper festen Ebene seb.neiden ? 
die wir im Abstande 1 von senkrecht zur Fignrenase legen. Nennen 
wir den Durchstofsiingspunkt jener Ebene mit der Figurenaxe O f f den 
mlt der augetsbliekliclien Eotatioasaxe P y so ist die Entfernioig ^ = O'P 
mit tg ft > ikr Aafangswert ^ mit tg /? identisch. Der Winkel^ um den 
sich der Vektor*0 A P gegen seine Anfangslage Q'P Q gedrelit hat 7 ist 
der oben bereclmete Winkel Die entstehende Kiarye der aufeiaander 
folgendeu Punkte P 7 d, h* die Spur des Polhodiekegels in der Zeichen- 
ebene ? wird also in Polarfcoordmatea dtirck Q und & bestimmt. Fuhren 
wir als cine bequeine Zeiteiniteit die Dauer r eiaer vollen Kreisel- 
umdreliiiag zu Beginn der Bewegnng ein ; so wird r Q = - Benutzen 

C Zy 

wir iiberdies fQr die reinen Zahlengrofsen -j 1 imd -^ die Ab- 

kurztoigen y und 8, so konnen wir (6) und (5) folgendermafsen schreiben: 



(7) 







Mg. 84. 




. 85. 



In den Figuren 84 und 85 haben wir y = -^- , tf ~ Torausgegetst. 
Die Amah! der Umlaufe unserer Kurre um 0' wird 5 ? die Zeit f in 
der der Abstain! ^ anf den r en Teil seines Anfangswertes YerkHrzit 
bea. aizf das e-faelie aoigewachsen ist, wird ~20i7. Beide 



filr eine Tereugenmg bez. Ikweiterang des Polfoodiekegels die folgencle erhalten 

^ abeB: l t (7>^ s -l bez, X 1 O<Z t J.. 

Es konnte Mernacli uiiter TJmstEndeii vorkommen, da& die Roiatioasaxe dr 

Figurenaxe zustrebt, anch wenn dieselbe keine Axe grSfstea 

moment es ist. 

Klein-Scmmerfeld, JKreigeibewegtra.!?. III. Aufi^ iS 
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konnen als Spirallinien bezeickaet werden, stimmen aber melt genau 
mlt einer der bekannten Spiralformen iiberein. 

"Obrigens konnen wir uns aneli oine Beclmimg YOU der gegen- 
satelicbiea Wirkung des Luftwiderstandes im FaHe C> A nnd C < A 
Rechenschaft geben. Wir knUpfen dabei an die Figuren 86 nnd 87 





Kg 87. 

an, welcte ztmackst ebenso wie die Figuren 14 und 13 von pag. 107 
und 106 zum Ausdrack "bringen, dafs im Falle eines abgeplatteten 
Tragheitsellipsoides G > A der Impulsvektor zwischen Figurenaxe und 
Botationsvektor liegt, dafs dagegen im FaUe eines verlangerten Trag- 
Jieitsellipsoides der Botationsvektor zwiscken Impuls- und Figurenaxe 
enthalten ist. Nun besteht nact unserer Grundannahine die Wirkung 
des Luftwiderstandes in einem Moment^ welches dem Dxetungsvektor 
naeli GrSfse und Axe proportional ist. Dieses haben wir mit dem 
jeweiligen Impulsrektor zusammenzusetzen, indem wir entgegengesetzt 
parallel zu der Bicttung des Botationsvektors an den Endpnnkt des 
Impulsvektors einen Pfeil von der Lange &Q&t antragen. In Fig. 86 
wwd der ImpvUsvektw 'Merdwrch der Figwrenaxe genahwt> in Fig. 87 von 
ikr entfemt. 

Der abgeanderten Lage und Qrofse des Impulses entspricht aueh. 
eine etwas andere Lage der Botationsaxe und eine etwas versctiedene 
Grofse der Botationsgeschwindigkeit. In den Figuren ist di geometrische 
Konstraktion angedeutet, durcli welehe Bach Frukerem die Biettung 
der Botationsaxe atis der der Impulsaxe bestimmt werden kann. Wir 
liaben nun die obige Konstruktion zu wiederholen, indem wir das 
Moment des Luftwiderstandes entsprechend der abgeanderten Lage und 
Gfrofse der Botationsaxe dem Impuls tinzufiigen. Wie man sieht fahrt 
Kierbei der luapuls und gleiohzeitig auch der Botationsvektor fort, sicli 
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in Fig, 86 der Figurenaxe zu naherHy in Fig. 87 siet von itr zu ent- 
fernen; gleicbzeitig nimmt Impuls und Rotation an Grofse standig ab. 

Urn dies Verfakjren streng zn inaclien^ miifste man natliiiick das 
zu Grunde gelegte Zeitinterrall Atf imbegreiizt abnekmen lassen, so 
dafs der Endpnnkt des Impulses nicht emeu gebroehenen Linienzug 
sondern eine kontinuierliclie Knrve im Korper besekriebe. ITberdies 
ware es notig, die Anderungen zu beriieksiclitigen, die der Imptds im 
Korper yermoge der ; ,resnltierenden centrifugalen Drehkraft" erfalirt 
(vgl. pag. 144). Da aber diese naeli Axe nnd Grofse gleich. dem 
vektoriellen Produkt aus Lmpnls- und Eotationsvektor 1st, so stelit sie 
auf der Ebene nnserer Zeidmung anfangs sen^reelit uiid beeinflufst 
weder die Grofse des Impulses noch seine Neigung gegen die Figuren- 
axe. Die Wirkung jener Drehkraft bestett Tielmokr nnr darin, dafs 
die znsammengeliorigen Lagen TOE Impuls- und Rotationsaze um emeu 
mit fortsctreitender Bewegting wachsenden Winkel ans det Zeicben- 
ebene herausdrelien werden ? derart dafs der Endpunkt des Impulses 
niett eine ebene ; sondern eine um die Fignrenaxe sprralig gewtindeno 
Kurre beschreibt. Die genane Gestalt dieser Knrve ist im ubrigen in. 
den obigen Reclmungen entkalten ; da sieli ja die Koordinaten des 
Impuls -Endpnnktes relatir zum Korper nur durcb die Faktoren A und G 
Ton den Komponenten jp 7 g ? r des RotationsTektors untersclieiden. 

Aber aucb die Gestalt der Tom Impuls -Endpunkt im Raume be- 
scliriebenen KurTe ist nacli dem Torstehenden, im wesentlicten Har. 
Gegen den Raum Terschiebt sieh der Impuls-Endpunkt jeweils entgegen- 
gesetzt parallel der Rotationsaxe. Diese selbst naliert sich naeli 
den Torigen Figuren mehr und mehr der Impulsaxe und dreht siei. 
iiberdies um deren augenblicHicbe Lage ? da sici. die Pigurenaxe 
nm die augenblickliclie Lage der Rotation saxe dreht und dureh 
die Lag- Ton Fignren- und Impulsaxe ancli die Lage der Rota- 
tionsaxe beatimmt ist. Man scbliefst liieraus, dafs der Endpunkt 
des ImpulsTektors im Raum eine Sctraubenlinie Ton abnebmender 
Weite der Windungen uan eine gewisse mittlere Riebtung be- 
scfcreiben mufs, wie sie etwa dureh die nebenstehende Figur*) 
seliematiscli angedeutet wird. Der ImpulsTektor bleibt also niclit 
wie bei der idealen Poiasot-Bewegung ina Raume genau konstaiit, Kg. ss 
woM aber bleibt seine mittlere Richtung konstant und die Scliwankungeii 
um die mittlere Lage nehmen im Verlauf der Bewegung ab, 

Die Bewegimg der Pigarenaxe im Raume erweist sich wieder ftir 



*) Die Spirallinie geht BatMich abwechselad hdnter mid vor der Mttellinie 
verbel, was in der Figur nlcht dentlicli genng zum Ausdraek komml 

38* 
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die beiden Falle C > A und < J. grnndsatzticli yerseMeden, Ln 
ersteren Falle strebt die Figurenaxe einer Richtung zu, die niit der 
schliefsliahen Rlettnng der Rotatiomsaxe., also auch mit der der Ira- 
p-olsaxe iibereinstimint ; im letzteren Falle stelit sie schliefslich senkrecht 
auf diesea Bichtungen. Bezeichnen wir also etwa die mlttlere Riehtnng 1 
der Impulsaxe im Raume als dieVertikale so koxmeB. wir sagen: Bci 
dem al)geplatteten> Kreisel mrd die Figurenaxe durcJi deft Luftwid&rstand 
mfgericktefiy bei dem verlangerien wird sie geserikt. Nachdem die Be- 
wegung eriosclien ist^ d. k nach. unendlici. langer Zeit stelit die Piguren- 
axe im ersten Falle vertikal, im xweiten horizontaL 

Mit RiicksieM aui" den Lnftmderstand miissen wir nasere frfihere 
StabilitatstoiterBclieidiDig beim symmetrisclien Ejreisel (vgl. pag. 132 
und 133) einer grnndsatzliclieii Revision uxttersdelien. Wir sagten friiher: 
die gleicliformige Rotation urn die Pigu/renaxe ist eine stabile, die um 
eine aqitatoriale Axe dm labile Bewegunffsform. Beides ist nur balb 
rich.tig ? wemi wir an die Wirknng des Luftwiderstandes denken. Wir 
erteilen dem Kreisel eine Rotation genau um. die Figurenaxe. Diese 
ist auch bei BeriickBiclitigimg des Lnftwiderstandes eine jnogliehe per- 
manente Bewegungsform, iHsofern als die Rotationsaxe im JKorper ttad 
im Raume tmgeandert bleibt und BUT die Rotation sgeschwindigkeit all- 
mahlieh abuimmt. Fand die anfangliclie Rotation aber niclit genau 
tun die Figureaaxe statt oder wird sie durch. eiaen Zusats&impuls etwas 
abgelenkt ? so rerlaalt sicli der abgeplattete Kreisel unigekehrt wie der 
Terlangerte. Beim abgeplatteten Kreisel strebt die Rotationsaxe Ter- 
moge des Luftwidarstaades^ sicli mit der Figurenaxe zu Tereinigen ? und 
stelit alsbald merklicli im Raume still. Beim yerlangerten Ereisel eutferut 
sicb die Rotationsaxe^ worm sie anfangs ancb nur beliebig wenig Ton der 
Figurenane abwieh ? indbr imd mehr YOU dieser ? desgleicliea die Impuls- 
axe* Oder^ anders ariisgedrtickt; Die Pignrenaxe ? die sufangs meirklich 
mit der Botations- imd der Lnpulsaxe xn^ammenfiel^ stelit sick im Ver- 
laufe der BewegEsg sehliefsjieb. seiib*eclit dazu. Wir erkeimeH so; 
Die Eotatim um die Figwrena&e M mit Mik/csicht <iuf den Lufiwid'er- 
stand bei dem atyqpfattetea Kreisel stabil, Id dem verlangerten faML Dag 
Umgekehxte gilt fur die Rotation tun eiae aquatoriale Axe, 

Die Torstelaesden Ausftitraiigen decken sich^ soweit sie aitaly- 
tiscteB Chaa^kters sind^ teilweise mit ftberlegnngen^ welche Stone*) 
im Hinblick auf die IntwickelnngsgescMclite der Erde angestellt hat 
Von geologiscter Seite ist vielfaeh die Hypotbese ansgesproehen^ dafe 

*) On the possibility of a civange in the position of tiie earth's axis duo to 
a frietional action connected with the phenomena of the iM8. Monthly notices 
of the astronomical Society, Condon, Site 1867. 
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die Eotationsaxe der Erde in fralierea geologisehea, Perioden einmal 
eine aadere Lage im Erdkorper gehabt habeu. moga Laist sick diese 
Annalime mit der Thatsaclie, dais die Rotatioosaxe jetet fast genaii 
xnit der Po!&raxe znsamiaenfalitj, au Grand einer Ileibufigswirkang 
yon der Art des laier Ycrausgeseteten. Luftwiderstandes (Gezeiten- 
reibuiig) Yereiaen? Da die Erde ein abgeplatteter symnietrisclier 
Kreisel and ihre Polara^e erne Aze grofsten HaupttraglieitsiBomeBfces 
ist, ware es nacli dem Vorhergelieiiden an sleh moglich. IndesseB 
werdea wir im nachsteix Kapitel mit RUcksicht anf die ssahiemnafsigeii 
Umstaade des Vorgaages su eiaer negativeE Beantwortimg der ge- 
stellten Frage gefdhrt werden., 

Wir ergauzeiK. die obigen Betracbtnzigea nuniaelir durcli Bertick- 
sichtignng der Schwere. Darfiir woEen wir aber ina Folgeadea Ton der 
UngleieUieit der Tragiieitsmomente absekeB, also einen schwerea Kugd- 
kreisel betracliten. Wahrend bei dem kraflefeBlen Kugelkreisel die Ro- 
tation aucli bei Bemekeiehtigimg des Luftwiderstaades dauemd um eine 
im Raum and im Korper feste Axe stattfindet, wird beini sctwejc'ea 
Kugelkteigel das Endergebnis seia miissen^ dafs die durcb gebende 
Sehwerpraiktsaxe sctliefslict in alien Fallen senkreclit nact tmten weist. 
Den Prossefs ? dureii welcten dieses ersielt wixd^ warden wir nahernngg'- 
weise darzulegen kaben. 

Bei dem schweren Kreisel ist m f wie ofter bemerkt, bequenij die 
Eulerschen Winkel nnd die Lagrangeschen Gleicktuigen zu benntzen. 
Wir bestimmen ztraachst die in den Lagrangeschen Gleichnngen vor* 
kommenden Eomponenten (oder Momente) des Luftwiderstandes lin- 
siohtiicli der drei Eoordiaaten 9?, ^ ? ^. Sie mogen ? V, 8 lieifsen 
mad sind den senkrechten Projekfcionen des DrehungsYektors (oder des 
in Fig* 70 Terdentliebten, aus den Strecken gf, fy f y & bestehenden 
Liniensaiges) anf die Figurenaxe, die Vertikale nnd die Knotenlinie 
proportional. Neiint man den Ptoportionalitatsfaktor wie Mixer J, so 
fiodet man Bach Fig. 76: 

(8) Cj> - - I (y' + ^r'coB*), V ~ Jl (*' + 9'COS^) ? e - - W. 

Die zugehorigen Impulskomponeaten teiJjsen N f n nnd [6]; wie 25* B. 
aus den &L (2) des Tierten Paragraphen lierrorgelit, kat mm im Falle 
des KHgelkreisels: 

(9) JBrJ.(<p' + * / ws), ***A(1>' + v'&>*tf), [6] -4.fr'* 

Die Lagiwgesehen CHeiclmngen laut^i ? wenn T die lebandige Kraft 
des Kugelkreiselg bedentets 



dt ^' dt 
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Mit Rficksieht auf (8) tuid (9) und den in GL (4) des vlerten Para- 
graphen angegebenen Wert YOU dT/d& konnen wir sehreibeB.: 

^__JL v *-_-!* 
~~~ ' "" n > 



(11) J^" + A*' - Psin ~~ ii . 

Die Glelelningen (10) bedingen, ahnlich wie beim kraftefreien Kreisel, 
eine exponent! ell e Abnahme der Tmpiilskomponenteii nach dem Gesetze: 

_H ^ 

(12) N=N e A , n-w A ; 

das Verhaltnia beider Komponenten bleibt dabei konstant; denn es ist 
JV:w = JV : . Indem wir die Werte (12) eiasetzen, vereinfacht -sich 
(11) wie folgfc: %it 

(13) 



Wir gehen hier wie bei dem frulteren Reibungsproblem auf 7? Pra- 
cesslons-almliche Bewegungea^ aus. Da bei der regularen Pracession 
& const. ist ; wollen wir jetzt naclx solchen Bewegungen fragen, filr 
die &' und -8*" klein sind. In erster Naberung setzen wir daher die 
linke Seite gleich Null und folgen damit einem Verfaluren,, welches 
als jjMfetliode der langsamen Bewegungen a aufserordentlich viele be- 
wufste oder unbewufste Anwendungen auf alien Gebieten findet. Der 
Sinn dieses Verfakrens besteht darin, dafs man eine hinreichend lang- 
same Bewegung naherungsweise als eine Aneinanderreibang von Qleicb- 
gewichtslagen aufafst ; dais man also von der Tragheit ties Systems, 
die offeabar um so weniger ing Grewicht fallt^ je langsamer die Be- 
wegung ist ; absieht Dies Verfaluren liefert in vielen Fallen eine 
brauchbare erste Annaberung an den wirldichen Bewegungsverlauf ; eine 
Annaherung 7 die wir rm vorliegenden Falle durcb Bereelanung einer 
zweiten Nakerung kontrollieren werden. 

Wir bestimmen also cos # als Fuiiktion vou t aus Jer Gleicliung: 

^ 

(14) 

^ J 



Wir setzen ein^n starken Anfangsimpuls voraus, neknaen also n, dafs 
AP/N & * klein sei; von derselben Grofsenordnting ist AP/n Q N & . Fallt 
der Anfangsimpuls uberdies nahezu in die Eicbtung der Figurenaxe ; 
so wird HQ/NQ ein ectter Bruch, der etwa dem Cosinus eines Hiilfs- 
winkels l> gleickgesetzt werden kann. Wir unterscheiden den Anfang 
der Bewegung (t Mein) und das Ende derselben (t sehr grofs). 

a) t Mem. Die rechte Seite von (14) ist wegen AP/n^ klein; atif 
der linken Seite mufs daker einer der beiden Faktoren ebenfalls klein sein. 
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Dies kann nur der Faktor - cos# 





dementspreehend cos^ = cosd* 

Ton . Ans (14) folgt: 
v y 



cos# cos^ sein. Wir setzen 
und vernaeUassigen Mkere Potenzen 



AP ~T 

5 a- - gin 2 $< e 

und 

(15) cos fr = cos # ^r-j sin 2 &$ e A . 

Mit dem gleiclien Grade der Annakerang gilt: 

(15') * = # + j^f? sinfro* ^ . 

Wir sdbliefsen daraus, dais zu Beginn der Bewegung # wachst, die 
Figurenaxe also sieli senkt ; wenn P positiy ist-, d. h. wenn der Sckwer- 
punkt auf der positiven Figurenaxe liegt Im umgekelirten Falle nimmt 
^ ab ; die Figurenaxe hebt sich also, wahrend die Sckwerpunktsaxe, die 
mit der negativen Figurenaxe identisch ist^ sich senkt. Der Anfangs- 
wert ^ atimmt ungefahr mit unserenx Hulfswinkel <fr uberein. 



b) t grofs. Das Produkt ^jf6 A wird belieblg grofs ; wenn t fiber 

alle Grenzen w'aclist. Da die linke Seite yon (14) endlicii bleibt ; mixfe 
sin ^ mit wacLsendein t klein werden; cos ^ wird daher gleicli 1. 
Fftr cos & = + 1 wird die linke Seite yon (14) gleieli 



iir 



= ~ 1 wird sie gleicli 



Vergleictt man die Vorzeichen der rechten und linken Seite in (14), 
so erkennt man, dais cos^^ + l im Falle P<0 ? cos# = ~~ 1 im 
FaUe P > gilt. In beiden Fallen ist die Schwerpunktsaxe gegen 
Ende der Bewegung senkreclit nacB. unten gericttet. Die formelmafsige 
Darstellung yon $ gegen Ende der Bewegung lautet daber: 



(16) 



P>0 



P<0 




& 
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Der graphisdie Verlauf der durch (14) bestiiomten AWaagigkeit 

swiscten & mid wird schematise]* dureh die "beiden Eurven der Mg. 89 

reranscliaxiKcht. 

NafcSrlicli ist es noeh keineswegs ansgemachi, dafs UBsere dureh 

siemlieh willkflrliehe YeniacHassigung eiiaiger Glieder der Differa*i- 

tialgleicliiHig (13) geftmdeiien 
Formeln den wirklicheu Ter- 
lauf der Pracessions-Slmliclieri 
BeweguBg ap proximieren. Jeden- 
faEs ist Merau noch der Nach- 
weis erforderiicii ? dafe die Ter- 
aacMassigtea Grlieder thatsaeh- 
Mein gegentiber den bei- 




__ _ _ _ 

behaltenen ansfallea. Indem 
wir jetast naciitraglicli diesen 
NTaciiweis Iiefern ? warden, wir gleiclizeitig die MogEelxkeit zeigen, die 
biskerigen AnnaliertiiLgeB sekrittweise 211 verbessern. 

a) t Klein. Wir bereckaen die linke Seite der GrL (13) auf Grand 
der Forael (15'), Es ergiebt sich 

(17) 

Das YerhSltois dieses Ansdrucks zu dem ersten Gliede der rectten 
Seite Ton (18) , welches wir naheruugsweise gleick 

wird 



Die Grrofseaiordiitu^ dieses VerMLtnisses wird, da bei klemem I die 
ExpomentialgroJ&e nur mafsige Werte hat 7 dureh die Zahl l 3 /!^ 2 be- 
stimmt. Ztsfolge der Einfukraag dm Proportionalitatsfaktors JL bedeutet 
aber 2x1 deBJenigeE Zusatsimpuls ? welchen der Luftwiderstand bei einer 
valleB Umdrdiiuig ion irgend eine Axe ausfibt Wir dtrfen amiekmen, 
dafs dieser erhebHcli kleineT ist, als der Eigemmptds des Kreisek oder 
aaders aiisgedrilckt, dafs die Ttagteitswirbingen der Lnffc aufserst ge 
ring flind rerglichen mit den Tragbeitswirfcangen des Kreisels* Unsere 
Koatrolle dei* obigen Nahemngslosung hat also ein beriedigendes Er- 
gebnis g^liabt ? da sie zeigt ? dafs die YernaeHassigten Olieder der 
DiJfereniiaJgleicliuiig in der That YOU germgerer Ordoung wie die bei- 
belialtenon wares, 

Die Wsterige Losuiag iaJfet sict jetzt leieht dnrcli Be^iieksichtigTmg 
der linken Seite YOU (IS) komgiereiK Wir setzen, aufeer in dem Aus- 
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scklag gebenden Gliede % J\ T eos<Ch iiberall in GL (18) unsere erste 
Nakernng (15) em; fur die linke Seite benutzen wir clabei den Aus- 
druck (17); auf der reekten Seite haben wir naek (15) jra setzen: 

/ 2JU\ 

/ j p -- \ 

sin & = sin DQ ( 1 -f ~ cos ^^e A L 

\ -A'o / 

/ ?-f\ 

-No """ % cos * ^ -^o s i n3 b I ^ + "v*" eos e ^o e A r 

\ ^V0 / 

l^ ! ack einigen formalen Vereinfachafigen mid bei VernacMSssigong 
huiierer Potenzen der kleinen Grliedcr finden wir 



n, - N cos = - Bin- e x 1 + cos * - 

und Meraos: 

?-J f Hi) 

(18) co S ^cos^^sin 2 # ^ 

Dies ist die gesuchte Korrektioit von (15), die wir als eine zweite 
NaLerung anzuselieE kaben ; da mmmekr die Quadrate und Produkte 
der kleinen Grofsen AP/N^ und 1?/N<? beibekalten sind. Ersichtlicli 
enthalt onser Verfanren den Keim zu einer beliebig fortzusetzeiiden 
PotenzentwieMioig nacn eben jenen kleinen Grofsen; wir brauenten nur^ 
urn m dieser zu gelangen ; aus der zweiten Nahemng eine dritte etc. 
zn bereehnen. Mit wacksendem t wiirde sieh die Konvergenz der Ent- 
wickelung verscklecktern ? da in (18) die Potenzen der genanaten kleinen 
Grofeen von den entspreclienden Potensen des Faktors e***/ A begleitet 
werden. Aus diesem Grunde und wegen der Umstandliehkeit der so 
entstekenden Formeln begntigen wir um mit der zweiten Nakerang, 

b) t grofs. Auck kier gilt es znnachst, nackzuweisen, dafs in. 
GL (13) die linke Seite bei der Aufstelliuig der Nakerungslostmg (16) 
Teraacklassigt werden durfte. Wir berecknen zu dem Ende die rer- 
aacklassigten Terme nack GL (16j und finden, je nackdem P ^ ist ? 

A$ f/ + 2,'=* ~ ^ sin^. 

DEB Verkaltnis dieses Ausdrucks zu dem ersten Gliede P sin ^ der 
reckten Seite YOU (13) betragt 

1JL. 

^ 4 JLP 

Wir diirfen aonehxrien^ da& I 2 Mein ist gegen die gleickben^aiate Grofse 
AP f was etwa auf die Annakme iiinauskommt, dafs, dar Einflufs des 
Luftwiderstandes auf die Exeiselbewegmig klein ist gegentiber der 
Sckwerewirkang. Jedenfalls ist unter der genannten Anap,lmxe die 
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Vernachlassigung der linken Seite von (13) in erster JSTaherung ge- 
rechtferfcigt. 

Qehen wir auch hier auf dena oben besehriebenen Wege zu einer 
zweiten Naherung ilber, so finden wir, wenn wir die Falle P ^ 
durch ein doppeltes Vorzeichen unterscheiden: 

(19) 

also eine Formel desselben Charakters wie (16). Auch hier konnte 
man zu einer dritten etc. Naherung fortschreiten. 

Die for die erste Naherung entworfene schematische Figur 89 
kann uns ebensowohl zur Veranschaulichung dieser zweiten Naherung 
dienen. tlbrigens werden sich dieser Figur noch Nutationen von der 
Periode der Kjeiselumdrehiing tiberlagern konnen, die von den Anfangs- 
bedingungen der Bewegung abhangen und sich im Verlaufe der Be- 
wegung abglatten. Unsere Kurve aus Fig, 89 kann sich nur bei geeignet 
gewahlten Anfangsbedingungen (und auch da nur n'aherungsweise) ein- 
stellen, ahnlich wie die regulare Pracession bei dem idealen KreiseL 
Im Allgemeinen wird sie nicht die Integralkurve selbst sondern nur die 
,,Leitlinie" der Integralkurve darstellen, um welche sich die letztere mit 
abnehmenden Oscillationen heramschlangelt, ahnlich wie in den Figuren 
79 und 80 des vierten Paragraphen. 

Bei nicht kugelformigem Tragheitsellipsoid liegen die Verh'altnisse 
wesentlich komplizierter. Hier kann der Fall eintreten, dafs die Figuren- 
axe wegen der kombinierten Wirkung von Schwere und Luftwider- 
stand nach der Vertikalen hinstrebt, dafs sie aber wegen der Verschieden- 
heits der Haupttragheitsmomente von dieser abgelenkt wird, Welcher 
dieser Einflusse die Oberhand gewinnen wird, lafst sich ohne ein 
tieferes Eingehen nicht entscheiden. 

8* Die Maatizitat des Kreiselmaterials. 

So unentbehrlich der Begriff des starren Korpers fiir Naturwissen- 
schaft und Technik ist, so sicher ist es, dafs er in der Wirklichkeit 
nur groh angenahert wird. Auch der in Bewegung gesetzte Kreisel wird 
sich nicht nur wie ein starrer Korper als Cranzes bewegen, sondern er 
wird gleichzeitig den durch die Bewegung hervorgerufenen Spannungen 
etwas nachgebend sich deformieren. Die Frage ist nur, ob solche Form- 
anderungen unter. irgend welchen TJmstanden merklich werden. Diese 
Frage ist gerade in demjenigen Falle akut geworden. wo wir vielleicht 
am ehesten geneigt sein mSchten, die Vorstellung der starren Konsti- 
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tution festzukalten, iin Falle unserer Erde. Nickt nur ist die Gestalt 
dor Erde in danernder Weise durek ikre Umdrekung beeinflufst and 
von derjenigeii versckieden, die sie annekmea wfirde", wenn sie eines 
Tages zu rotieren aufkoren wiirde; sondem die Grestalt der Erde andert 
sick auck, wenn sicli die Drekaxe im Erdkorper umlagert, also voii 
ilirer normalen oder mittleren Lage, in der sie mit der Figurenaxe der 
Erde ziisammenfallt, etwas abweickt. Direkt ist eine solclie Form- 
anderung natiirliek nickt mefsbar; sie ubt aber eine Bilckwirkung anf 
die Bewegung der Erde, namlieli auf den Wechsel der Dreliaxe im Erd- 
korper aus ? eine Ruckwirktmg, die sekr wohl der Messung zuganglich 
ist. Wir kommen im naclisten Kapitel auf diese Verhaltnisse im Zu- 
sammenhang zuriick. Hier gilt es ? die spateren Diskussionen Torzu- 
bereiten und zu zeigen, dafs entsprechende Fragen bei jeder Alt Kreisel- 
problem auftreten, wenngleici. ilmen bei den ublicken Abmessungen 
und Formen tinserer Apparate kanm eine nennenswerte Bedeutnng zn- 
fcommexi dtirfte. 

Indetn wir die Verhaltnisse der Erde im Ange behalten, betrachten 
wir einen Kreisel von der Form eines abgeplatteten jRotationsellipsoides. 
Die Massenverteilung ira Inneren des Ellipsoides sei homogen, den 
Sehwerpunkt desselben denken wir nns unterstiitzt 7 sodafs wir nnr die 
kraftefreie Bewegung zu betractten haben ? die beim starren symme- 
trisclien Kreisel ; wie wir wissen, eine regulare Pracession ist. TJnser 
Interesse werden wir auf die Pracessionsdauer und den Einflufs, den 
Merauf die Elastizitat des Materials nimmt, richten. 

Hinsielitlic]i der Benennioig ist im Auge zu behalten^ dais gerade 
im Falle der Erde die hier zu studierende Praeessionsbewegung als 
fr&ie Nutation (spezieller, sofern man Tom Einflufs der Elastizitat ab- 
sieh-t^ als Eulersche Nutation) bezeicknet wird, wakrend man bekanntlich 
bei der Erde unter Pracession eine durck Sonnen* und Mondanziekung 
erzwimgme Bewegung yon aufserordentliek viel langerer Periode ver- 
stekk Dieser langsamen erzwungenen Pracession iiberlagert sick die 
sekr viel rasckere Eulerscke Nutation, unsere kraftefreie Pra<jession, 
so dafs die Sesamtbewegung den uns woklbekannten Ckarakter der 
pseudoregularen Pracession annimmt. tjbrigens bezeickneten wir auck 
bei der allgemeinen Untersuckung der pseudoregularen Pracession in 
Kap. V, 2 die Sckwaakung des Ereisels gegen die Bewegung der er- 
zwungenen reguliaren Pracession als Nutation; auck dort erweist sick 
diese Nutation gleickbedeutend mft der fcraffcejfreien Pracession des A&m 
Einflufs der Sckwere entzogenen Kreisels, namlick unter den Be- 
dingungen, durck welcke wir die pseudoregulare Pmcession defi- 
iiierten, dais 1) der Eigenimpuls sekr grofs sei (N* grofs gegen AF) 
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nnd dafs 2) die Pigurenaxe stets In der Nalie der Itnpidsaxe liege^ 

Bedingungen, welcke im FaUe der Erde erfiillt sisd. 

Die gestalfclielien nnd MassenYerhaltnisse ttnaeres Kreisels warden 
durch Angabe der folgenden, liaeh Yoraussetzung positiyen Yerhaltoiszahl 






gckennzeichzief;. welche wir die , ? Ellipim& nenaen. Aus der Ellip- 

tizitat berec3met sich die juimerische Bxcenfaizitat e der 



EUipsoides nach der Forinel e ]/2s/(l + f)- Fiir ein be- 
liebiges Ellipsoid gilt namlicl^ dafs das Tragheitsmoment nin eine be- 
liebige Hauptaxe glaicL. dem ftinften Teil der Masse multiplissiort mit 
der Smnme der Quadrate der beiden anderen Haiiptaxea wird. Be- 
zeichnet also & die in die Figureuaxe des Ellipsoides fallende Heine 
Hatiptaxe, a die in die Aquatorebeae fallende grofse Hanptaxe der 
Meridianellipse, so liafc man 



uud 



wahrend die Definition der mimerisclien Excentrizitafc bekanntlich lautet: 

s a 2 - 6 s 
e - 51 

Hierans folgt leickt der oben angegebene Zusammenhang zwischen e 

und . 

Ijadein wir abermals an, die Verhaltmsse der Erde denken, 
wir $ ate Heine Zahl vorcms; die G-estalt des Ellipsoides weicht dann 
wenig yon der Kngelgestalt ab (Spharoid). IJnter dieser Annatme 
schreiben wir die naherongsweise Gleiekung der Oberfiache des Ellip- 
soides an. Wird ^ naeli der Figi3renaxe ; x nnd ^ nach. zwei recliir 
winkligen Axen der Aquatorebene gemessen ; so haben wir xnnaelisfc 
olme 



Wir transformieren diese Gleiclrang in ssentrische Polarkoordiiiaten ? in- 
dem wir mit r den Abstand eines Punktes der Oberfiache Tom Mittel-' 
pmfct des lllipsoides, mit die Neigioig des RadinsTektor r gegen 
die Aqnutorebene beaeidmen. Wir haten dann 

$* r* sin f 0^ 3? + y f r 2 cos 2 ^ 
also strfolge der obigeB EUipsoidgleiehimg 

I ,- 3 sc . x 
- (1 - 0*cos*0) 



8. Elastizltat des Kreiselmaterials. 601 

angenahert 



(1) r = &(l 

Dies die ursprtagHche Kreiselgestalt. Wird nun der Kreisel in 
Rotation Yersetzt ; no tritt eine Formanderung auf, die wir als Heia vor- 
aussetzen konuen. Findet die Rotation gerade tun die Figurenaxe stati^ 
so wird das Ellipsoid noch. etwas mekr abgeplattet: die Elliptizitat s 
wird ton einen Hainan Betrag s' Yermehrt. Bei der Berechnung der 
hinziikoinxuenden Elliptizitat s f , die nach. den Grtindsatzen der Elasti- 
zitatstheorie zn erfolgen hat, wird man von der ursprunglich Yor- 
handenen Elliptizitat a nnbedenMicli abseten, also die ursprlingliclie 
Kreiselgestalt eiBfach. als Kngel Toraussetzen. dibfea. Denn durch die 
Meine Abweiclinng s yon der Kugelgestalt wird die hinssukommende 
Elliptiaitat & nnr in. einer Grofse zweiter Ordnung (YOB der Grrofsen- 
ordnung des Prodnktes *} beeinflufst. Man kann dabei die Frage 
anfwerfen^ welchen Radius man der Engel geben soil, durch welche 
man mni Zweck der Bereckanng Yon s das urspriinglielie Ellipsoid 
mit den Hauptaxen a und & ersetzen will. Am nachsten liegt es ; eine 
Hiittlere ? zwischen a und 5 enthaltene Lange m als Radius six waHen 5 
die man so bestimmt, dafs der Inlialt der Kugel gleict dem Inhalt 
de ursprungliclien Ellipsoides wird, Diese Forderung fohrt auf die 

Bedingtmg 

m * , a s i&. 

Setsst man fer a den ans 61 (1) mit = falgenden Wert a & (1 + * ) 

eia so wird 



Die Gleichting des nrspriinglichen Bllipsoides lifst sich daher folgender- 

mafsen schreiben: 

(2) r- 



wiJbrend die Gleidmng desjenigen EilipsoideSj in welehe die 

Tom RadiBB m libergett, die foigende sein wird 

r - m (l + /(cos - -)) * 

Superposition der beideB geringen. Abplatkmgen s und $' ergiebt 
sick als 01eiehinig imseres durch die Rotation deformierton Ellipsoides: 

(3) r *.M (l + (a + (cos 2 9 -I))- 

Ahnlich. konnen wir Yerfahreii ? wenn die Rotation tim eine von 
der Figurenaxe abweietende Axe stattfindei Der Winkel zwisehen 
ligtirenaxe und Rotationsaxe sei S (rgL Fig. 90 3c FOR). Die nun 
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entstebende Abplattung wird sicb symmetriseb um die Rotationsaxe 
OR berum verteilen und kann wiederum so berecbnet werden, als ob 

der Kreisel die ursprung- 
licbe Form einer Kugel voni 
Radius m batte. Die bin- 
zukommende Ellipfcizitat s 
bat dieselbe Grofse wie ver- 
ier. Die Gleicbung des aus 
der Kugel entstebenden El~ 
lipsoides lautet 




Fig. 90. 



wo 0' den Winkel des be- 
liebigen Radiusvektors r 
gegen die zur Rotationsaxe 
senkrecbte Ebene bedeutet. 
Wie man aus Fig. 90 er- 
kennt, ist 

e' , e + s t 

Hiennit ist aucb in genugen- 
der Naherung die Formanderung bestimnit, welcbe das urspriinglicbe 
Ellipsoid (GrL (2)) durcb Rotation um die Axe OR erleidet. Die neue 
Form wird durcb die Gleicbung 

(5) r = m (l + s cos 2 + ' cos 2 (0 + d) ~ 

gegeben. 

Dies ist mit derselben Annaherung die Gleicbung eines abgeplatteten 
Ellipsoides, wie es die bisberigen Gleicbungen (1) bis (4) waren. Die 
Figurenaxe des neuen Ellipsoides fallt aber nicbt mebr mit der ursprfing- 
licben Figurenaxe zusammen. 

Zur Bestimmung der nunmehrigen Figurenaxe (und der zugeborigen 
Aquatorebene) taben wir die Gleicbung 

~ = 

das beifst: 

s cos sin + a cos (0 + d) sin ( + d) == 0. 

Den Winkel d werden wir als Jtleinen Winkel voraussetzen. Wir 
diirfen dann statt der obigen Gleicbung scbreiben: 

cos0 sin + /cos sin + s'S (cos 2 sin 2 ) = 

2e'& 

iT7* 



oder 
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Die rechte Seite 1st wegen des Faktors 8 klein; daher erhalt man far 
9 zwei Werte # und #/2 $> die sich wenig von Null und yon 
3t/2 unterseheiden. Der erste kommt einer der in der Aquatorebene 
gelegenen Hauptaxen, der letztere der neuen Figurenaxe zu. Der 
Winkel zwischen der urspru&glichen und der neuen Figurenaxe (^FOF' 
in Fig. 90) betragt ebenfalls $* und man hat hinreiehend genau 

(6) *__,*<*. 

Das so gefundene Resultat ist sehr ansdiauliek : 

Ware das Material des Krdsels absolut starr, so wtirde die Massen- 
vertefolwig nach wie vor symmeirisch um OF bleiben (^ = 0); ware es 
absclat nacJic/iebig (Flussigkeif)^ so wtirde es swJi symmetrisck um die 
Drehaxe OR Jierum gruppieren (^ = 5); l)d jedem mdlwJim Grade wn 
dastisclier WiderstandsfSMgkeit mufs sich ein mittterer Zustand cwsbilden, 
$d welcher erne #wiscJien OF und OB gdegene Axe Symmetridinie der 
Massem&rteilung wird (& < 5). 

Aus der nnnmelir bekannten Gestalt des Kreisels wird es leicht 
sein ? imnaer tinter der Annahme homogener Massenverteilnng ? auf Trag- 
heitsmomente und Elliptizitat des deformierten Spiiaroids zu schliefsen. 
Und zwar werden wir anf dieselbe Elliptizitat gefiihrt werden ; gleich- 
vid, ob die Rotation um die Figurenaxe OF oder um die davon ab~ 
weichende Axe OB statfe&ndet, ob also die Oberfiache durck Grl. (3) 
oder durch GrL (5) gegeben ist. 

In der That erhalten wir als Hauptaxen des deformierten Ellipsoides 

aus GHL (3) fur = : r = a f - 



aus 01. (5) fiir = -^ 



wobei wegen der Kleinheit von # gesetzt wurde: cos 2 ^= 1, 
Beide XMipsoide sind also in erster Naherung Jcongruent, sie unterscheiden 
sich nur durch ihre Lage } nicht dwrch ihre Gestalt Dementspreehend 
werden auch ihre Haupttragheitsmomente A! und G' und ihre Ellipti- 
zitat E die gleichen. Man findet aus den vorstehendea. Werten von a 
und V unmittelbar: 



CO 



I-/. 
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Wir sind jetzfc in det Lage, die Dauer dner freien Procession des 
Kreisds sowohl far ein starres, wie fur ein durch die Rotation defor- 
mierbares Material zu berechnen. In ersterer Hinsicht kdnnten wir 
uns auf Reehmingen aus Kap, HI, 2 berufen. Naeii QL (6") Ton 
pag. 151 ist die aquatoriale Komponente p + iq des Drehnngsvektors 
bei der regularen Pracessioxi durch einen Exponentialansdruck 
in dessen Exponenten it mit dem Faktor 



multiplisiert erscheint Dieser Faktor mufs daker gleieh 2^/T 
wenn T die Pracessionsdauer bezeichnet. Bedeutet aadrerseits T die 
Dauer einer Rotation des Kreisels, so ist der Rotationsvektor Q gleieh 
22r/tr und seine Komponente naeh der Figurenaxe, die in der an- 
gezogenen Gleichung mit r bezeichnet ist, gleieh cos d -Sot/*, unter $ 
den in Fig. 90 so bezeiehneten Winkel verstanden. Mithin hat man 

_.__ TJIJ^ _________^, ....-,-r- /*OR O 

oder, da man costf hinreichend genau gleieh 1 setzen darf; 

(8) r--f- 

Lehrreieher und fur das folgende nutzlicher ist indessen der 

folgende Weg zur Ableitung der gleichen Formal Nach unserer Auf- 
fassung der Eulerschen Differentialgleiehungen sagen diese aus ? dafs 

der ImpulsYektor im Raum bei der kraftefreien Bewegung nach Ricbtioig 
und Orofte ungeandert bleibt, dafe dagegen relativ gegen den Kreisel 
die Fortschreitungsfgeschwindigkeit des Impuls-Bndpuaktes nach Richtung 
und OroJfee gleieh dem vektoriellen Produkt Ton Izapuls- und Drehungs- 
vektor (der sog, ?7 resultierenden sentrifugalen Drehkraft^ ist. Bedeutet 
also Jf den Vektor des Impulses, }J"j seine Lange, dJ seiae augen- 
bliekliciie Andenuig relaiay gegen den Kreigel und bildet derselbe mit 
der Figiarenaxe den Winkel f (vgL Fig, 90) ? so hat maa 

/n^ dJ 



ist die Usage deB Eotationsvektors I? uad kann wie oben gleieh 
gesetzt warden. Der ImpulsMndpraifct beschreibt ana im Kreisel 
wahreiid eines PiieessionBiiiBl&utes einen Kreis vom Radius \J \ sin y 
um die Figurenaxe. Hierzu gebraucht er Yeraoge des 
Wertes seiner Fortschreitungsgeschwindigkeit die Zeit 



sin (a y) 



8. ElastizitSl des Krelselmaterials.- 605 

oder bei hinreieliender JSIeinlieit des Winkels $ 



Diese Berechuuiig stimmt mit der in (8) gegebenen naturlich ftberein. 
Es 1st namliett tg y gleick dem Verlialtms der aquatorialen Kompo- 
nente des Impulses zu der naen der Figarenaxe genomnieneB tand tg $ 
gleick dem. Verhaltais der entspreehenden Komponenteii des Eotations- 
vektors. Da sieh nun naeh dem grundsatzliehen ZtisamxaenliaBg zwisckea 
Impuls- und Eotationsvektor ntsprechendeEomponenteii beider Vektoreu 
wie A bez, wie C r Terlialten, so ergiebt sieh 

igy.tgS^ A:C 
oder Mnreichieiid genan 

(10) y :-A:Oj l-~= 



Die Uberlegung^ die xu GL (9) fiikrte, lafst sielx immittelbar 
elagtisch delbrmi^rbaren. Kreisel Hberiaragen. Wir .miisseB dabei 
eine Voranssetznog ausdracklich hervorhebem Die Formanderunff 
soil Zeit Jtaben, sick vollsttmdig m der dbm beschridbenen Wei$e fur jede 
Lage des EotationsveJctors aus&i&ilden, tevor dies&r Yel$or seine Lage 
im Kreisel merJclich verandert Jiafr. Diese Annakme ist in hohem Grade 
gereclitfertigt,, da sick Spannimgen und FormalidermLgeii aUgemein 
gesprocken mit der dem betr. Material eigentiimlicliea Schallgescliwiji- 
digkeit ausbreiten ; wahrend die beobaehtbaren Bewegnngserscheiniingeii 
(hier die Unilageruiigen des RotatiouBvektors) atifserordentlicli yiei laag- 
samer erfolgen. Unter dieser Annahme "werden wir sah.oa, dafs die 
allgemeine Bewegnng .aueli des deformierbaren Kreisels als regnlare 
Pracession bezeicinet werden k^Bn. Wftrde dagegen diese Annahme 
nicht zulissig sein ? wlirde also die Abplattung aacli Lage imd Grofse 
hinfcer der dnrch. die jaweilige Lage der Rotationsaxe indkierten Ab- 
plattnng xoriiekbleiben^ so ware die Bewegung Tiel komplizierter. 

Wir uatersobeideia die dureh. die jeweiEge Eotation abgeandette 
Symjnetrielmie der MassenTerteiltuag (OF' in Fig. 90) als instantane 
Fiffurenaze TOH der ursprimglichen oder miUleren Figwrenaxe OF. Die 
Bewegnng des deformierbaren Kreisels wird nxoi in jedem Augenblicke 
dieselbe sein, wie die eines starren Kreisels mit der wechselnden 
Figureaaxe OF' und den abgeanderten TragkeitsmomeateB A' tind ()'. 
DementsprecKend wird der Impnls-Endpunkt^ dessen Fortschreitungs- 
gescliwiiidigkeit gegen. das Kreiselmaterial wieder durch das Tektorielle 
Prodnkt ans ImptilsTektor (J"') tind Eota,tiOnsvakt(r (R) gegeben ist 7 
in jedem Augenblicke senkrecbt gegei^ die durcn die Vektoren J' und 
M gelegte Ebene fortscireiten. Jede Umlagerong yon /' bringfc aber 

Klaia-Somiaerfeld, Kxeiselbe wegung IH. Aixfl. 00 
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eine Umlagemng von R mit sich, und zwar mufs Bach, dem all- 
gemeinen Zusainmenhange zwischen Impuls- und Drehiingsvektor der 
Endpunkt YOU R parallel zu dem Impuls -Endpunkte fbrtschreiten. 
Jede Umlagerung des Rotationsvektors hat andrerseits eine Form- 
anderang und eine neue Lage der instantanen Figurenaxe zur Folge. 
Da wir axrneknien ? dafs die Forrnanderung Zeit hat 7 sich vollstandig 
anszubildea, liegt die instantane Figurenaxe dauernd in der durch OF 
nnd R bestimmten Ebene. In derselben Ebene liegt anch wegen des 
allgemeinen Znsammenhanges zwisehen Impuls- nnd Rotationsvektor 
die Axe Ton J r . Die drei Axen OF' f OJ r und OR liegen also in der 
gieidaen MeridiaHebene dnrch OF, die sieh urn OF dreht. Da iiber- 
dies die Winkelabstande der drei Axen erhalten bleiben ? beschreibt 
jede derselben einen Ereiskegel nnd im besonderen der Impuls-End- 
pnnkt J f einen Ejreis nm OF. Diese Bewegung hat dnrchans den 
Charakter einer regnlaren Pr'acession, nnr dafs aufser der Impuls- nnd 
der Eotationsaxe auch die instantane Figurenaxe im Horper fort- 
schi-eitei Wir bereckaen jetzt die Pracessionsdaner T', in dem wir 
wieder den Weg des Impuls-Endpnnktes wakrend eines Umlaufs durch 
seine Fortschreitungsgeschwindigkeit dividieren. 

Der Weg betragfc jetzt 2|J r '| sin(# + /) (vgl Fig. 90), die 
schreitungsgeschwindigkeit ist 



dahcr wird die Pracessionsdaner 



oder hinreiehend genau 



Den hier aoftretenden Winkelquotienten. haben wir mit Rticksicht auf 
die 01. (6) und (10) umzwedmen. Aus 01. (6) folgt, da nach Fig. 90 

9 + * f ist: 



QL (10) lautei, fiir die defonnierte Gestalt des Ellipsoides ^ngeschrieben; 

/ : d' A': C r 
und lehrt ? dsfs hinreiehend genau gilt 

y / _ ^_ i _ i 
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HieruacH wire! 

Unsw obiges Rcsnltat beziiglich der Fracessionsdauer T f (Grl. (11)) 
laJfet si eh daher sehreibon: 

(12) . r--f, 

in welcher Form es mit der friiheren Gleichimg (8) zusammenfallt. 
In Worten heifst dieses: 

Ttfe Pracessiomdauer eines Krcisds von deformierbareni Material 
und spharoidischer G-e&toM kerecimet sick nlchf ans der Elliptigitat seiner 
deformlerten Gestalt, (welch e E =- s + i genannt wurde), sondern aus 
der fJlIiptigitlU seiner ursprimglidwn Form, die es var der Rotation 
Jtatte und die es lieim JOrioscIien der Rotation wieder annehmen wilrde. 
8 if ist dalier von der dastiscken Nachgiebig'heit des Materials imab- 
hangig und im Jjesondercn gleicli Her Praeessionsdaue-r eines absolwt 
stan-en Kreisds, dessen Uttipti&tat mit der ursprilnglichen Mliptizitat E 
des deformierbaren J&eisels iibereinstimmt* 

Wir werden im folgeudon Kapitel bei den geophysikaliseheii An- 
wendungen auf diesen Safe zarticklromm^n und werden iho zuro Au&~ 
gangspnnkt fur die Darstelluug der Polschwankimgen und filr die Er- 
klarung der sog. Chandlerscben Periode nehmen. Eine Schwierigkeit 
hat die Ubeiiragung der vor&tebeiiden Kesultate auf die Verhaltnisse 
der Erde mir insofem ? als 1) die Erde ihrer Massenverteilung nach 
keiii homogenes Rotatiorrsellipsoid ist ; sojidem nach der Mitte Mil 
dichter als auf der OberflSche ist ? und femer insofern als 2) bei einer 
Deformation der Brde neben den elastischen Krafteu auch die Gravi- 
tatiouswirkuiigen der eijizelnen Teile auf einander wesentlieh in Betracht 
komBien, Der erstgenauute Um stand bringt es mit sich^ dafs alle 
Zahlenangaben^ die wir spater zu inaehen haben werdeii, mit einer 
gewissen Unsieherliait behaftet sind^ entspreehend der Unsicherlieit in 
den Aanabnien iiber die Massenvertoilimg im Erdinnern- Die an zweiter 
Stelle genannte Schwierigkeit ist dadurch zu heben ? dafs wir die im 
Vorstehenden mit & bezeichneto Elliptizitat bei der Erde als diejenige 
ElEptizitat zu definieren habeii werden , die eine Kugel von der Elasti- 
zi^t und der mittleren Dichfce unA. Grofe der Erde unter der gemdn- 
scwnen Wirfcung der ela^tischen Kriffce nnd der GraYitationswirkangen 
annehmen wiirde, wenn sie mit der Geschwindigkeit der iagliehen 
Erdinndrehung in Botation yersetzt wird. 

Noch moge darauf hinge wiesen werden, dafs die Voraussetzimg 
eines nahezn kugelformigen Kreisels^ an der wir in diesero Paragraphen 

as* 
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festgetalten haben, nicht allein im Interesse der Anwendtmg auf den 
Erdkorper geboten war. Man ubersieht yielinehr leieht ? dafs gerade 
cine spharoidlsche Masse oder ? allgemein gesprochen, eine Masse Yon 
spharoidischem Tragheitsellipsoid in Hinsicht anf die deformierende 
Wirkung der Zentrifugalkrafte besonders einpfindlich sein wird. 



9. Die Elastizitat der Unterlage. 

In hoherem Grade wie die Elastizitat des Kreiselmaterials dtirfte 
bei den gewohplichen Versuchen die Elastizitat der Uziteilage den 
Charakter der Ereiselbewegung beeinflussen. Man bemerkt sehr haufig 
ein Mitschwingen der Unterlage (Tischplatte^ das sich $owolil dem Olire 
wie dem Tastsinn deutlicli bemerkbar macbt. TJm die Scbwingungen 
einer Tischplatte zu erzeugen und zu nnterbalten^ ist aber Energie 
erforderlich. Diese mufe anf Kosten der Bewegungsenergie des Kreisels 
bestritten werden und wird teils im Innern der Tischplatte durcb. innere 
Beibnng etc. in Warrne verwandelt, teils wird sie nacli auf sen bin 
2ersfereut ? indem sich die Se&wingpngen der Tisckplatte auf entferntere 
(Jegenst'ande (durcb. die Beine des Tiscbes auf den Fufsboden etc.) je 
linger je inelir iibertragen. DurcL. das Mitscjiwingen der Tischplatte 
wird also die Ejreiselbewegung gedampffc. Von alien iibrigen Energie 
verzebrenden Kraft en (Eeibung etc.) werden wir bei der folgenden Dar~ 
stellung naturlicB. abseken, Uber die Scbwingungsform der Tischplatte 
wollen wir die Annalmie nxachen, dafs es sich urn transrersale Flatten- 
schwingungen handelt, bei denen etwa die Stutzpunkte 4er Platte auf 
den Tisehbeiaen festbleiben und jeder Punkt der Platte in Yertikaler 
Bichtung auf und ab schwingfc. An sich ist allerdings anch eine hori- 
zontals SchwingiEing der Platte als Ganzes m6gHch ? wobei die Beine 
des Tisches wechselnde Verbiegungen erfahren wurden, Wir wollen 
aber annehmen, dais hauptsachlich die erstere Form der Sehwingung 
dureh im^era Kreisel ausgelost wird^ was mii deij gewohnlichen Ver- 
haltnissen des Experimentes in Einklarig m sein scheint. 

Um das Problem mathematisch zuganglich zu jnachen ? ersetzen 
wir in Gedanken. die mitgchwingende Tischplatte durch einen einzelnea 
Masaenpujikt, weleher tun seine natiirliche Qleichgewichtslage in Yer- 
tikaler Richtung beweglich ist tmd nach dieser mittleren Lage durch 
eiue seiner Entfernmig von proportionate Kraft zur^ckgezogen wird. 
Die Grofse dieeer Kraft sowie die Grrofse der Maase ware durch Ver~ 
suche an der Tischplatte Iblgendernaafsen festzusteEen: Man utesse die 
vertikale Ansbiegtmg g der Tischplatte an der Stelle des Auf lagepunktes 
deg Kreisels auf Gxund einer Belastung K und berechue daraus ; indem 
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man Proportionalitat zwisehen Ausbiegung und Belastung voraussetzt, 
diejenige Kraft Jc, die zur Atisbiegung 1 (etwa 1 cm) gehort. 
Ferner bestinmie man die Dauer der fireien Schwingungen r der Tiseh- 
platte nnd berechne daraus die ,/eduzierte schwingende Masse" der 

rf^Tf 

Tischplatte w= 5 - Diese reduzierte Masse ist zugleieh die Masse 
unseres materiellen Punktes, den wir an Stelle der TJnterlage substi- 
tuierenj die Kraft, mit der er in seine mittlere Lage znrdckgezogen 
wird ; ist 7cf. JFtir das Folgende ist es aber unerlafslicli, auch die 
DSmpfong der Sckwingtuigeii der Tiscliplatte zu beriicksiclitigeii ; terYor- 
gerufen teils durch Energieverwaadliing im Innern der Platte, toils 
durcli Energiezerstreunng nach anfsen, weil hierTOB gerade der uns inte- 
ressiereade Verbraueh an Bewegnngsenergie des Ereisels abitangt. Wir 
denken uns desbalb auch. das logarittmisclie Dekrement der Scliwing- 
ungen der Tiscbplatte bestimmt tmd nennen dasselbe ^- * darauf sckreiben 

wir unserem Massenpnnkt noch eine Eraft zn ? die seiner Gescliwiiidig- 
keit proportional nnd entgegengesetzt, nainlich gleicb. h%' ist. Die 
freien Schwingungen unseres Massenpimktes werden alsdann in alien 
Stiicken den freien Schwingungen der Tiscliplatte ahnlicL Sie sind 
durcb. die einfacke Gleickung bestimmt: 

(i) tr + ft' + te-o. 

Wie aus der Einfukruiig der Grofsen m, h ? Jc terTorgelit ? ent- 
spricht allgemein zu reden das erste Glied dieser Differentialgleicliung 
der Tragheit, das zweite der Dampfioig^ das dritte der Elastizitat der 
Tischplatte. Wollen wir ein schematisches Bild unseres far die Tiscli- 
platte snbstituierten Massenpunktes 3aaben ; so konnen wir uns etwa 
folgende Vorrichtung denken: Eine massenlose Spiralfeder von verti- 
kaler Axe ist am unteren Ende auf einer nnnacligiebigen TJnterlage 
befestigt und tragt am oberen Ende den Massenpnnkt m. Die Feder 
ist dnreli eine Fuhmngsliiilge an seitliclien Ausbiegungen behindert, 
kann aber in vertikaler Biehtung verlangert oder zugammengedruckt 
werden. Der Verlangerung oder Zusamraendriiekung 1 widerstrebt sie 
dabei mit der Kraft + A; aufserdem wirkt im Innera der Peder oder 
an der Fuirungslialee ein der Gesctwindigkeit proportionaler Wider- 
stand, welclier bei der Geschwiiidigkeit 1 die Grofse 1i hat. Der 
am oberen Ende der Feder befestigte Massenpnnkt m dient seinerseits 
dem unteren Ende der Kreiselaxe als Stiitze. 

TJnter dem Einflufs der Kreiselbewegung kommen indessen nieht 
die dnrch. die vorstehende Differentialgleichung bescliriebenen freien 
Schwingungen unseres Massenpunktes (Tischplatte) sondern gewisse er* 
zwungene Schwingungen zustande. Bedeutet B die ReaktioH oder 
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den -Druck des in Bewegirag befindlieheii Kreisols auf die Unterlage in 
Tertikaler Biohtmag, so gilt fur diese erzwungexLe Sclawingung ersiclitiich 

oo *" + *' + *-& 

Die Grofse von E folgt aus den allgemeinen. Impulssatzen, tier aus 
dem B&iz fBr die yertikale Schwerpunktsgeschwindigkeit des Kreiselg. 
Bedeutet * die vertikale Koordinate des Sdnrerpunktes, von dem im 
Eanme festen Punkt aus gezalilt, so wird die Yertikalkomponunte 

des Einzelimpulses (Sctiebeimpulses) M#j ikre Anderungsgeseliwiiidig- 
keit ist gleick der Summe der in vertikaler Richtung auf den Kreisel 
wirkenden aufseren Kraften ? d. h. der Sehwere Mg ? wena M die 
Kreiselmasse ist, und dem Gegendruoke der Unterlage gegeu den Kreisel 
JR. Maa hat daher die trleichung: 



oder 

(2) * 

ahnlioh. wie in dem Anhange jgu Kap. VI GL (3) pag. 515. Aus GL (!') 
wixd daher 



Wir linterscheiden des weiteren zwisehen dem im Raume festen 
Punkt (der natMielien Lage unseres Massenpunktes m) und dem 
beweglichen Punkte P (seiner augenblicklichen Lage zur Zeit 7 die mit 
dem angenblicklichen Anflagepunkte des Kreisels auf der Unterlage zu- 
sammenfallt), wobei OP gleict g ist Von P Faixft die Fignrenaxe^ die 
Enotenlinie etc. aus; in Bezug auf diesen Punkt werden wir die Euler- 
schen Winkel *p, ty, & 2aHen. Die vertikale Sehwerpunktskoordinate z 
wird ; wenn JB den Abstand PS des Schwerpunktes vom Auflagepunkte 
bedeutet ? 
(4) 0=~t + E&OB& 

zu setzen sein, GL (3) kann daher auch so geackrieben werden: 



(5) (m + M) t" + *g f + H + ME cosfr -f Mg - 0. 

Man erkenut aus daeser Gleielxung, wie durch Vermittelung der Eeaktion 
R die Bewegung des Kreisels mit der Bewegung unseres Massenpunktes 
m ,,veorkopp01tP ist. 

Um die YollstandigenBeweguiigsgleicliiiiigeB des Problems zu erbalten, 
kaben wir nunmehr die Drekung des Kreisels urn den (selbst yertikai be- 
weglidien) Auflag^ptiukt P zu betrachten. Als aufsere Kraft kommt Mer- 
bai nur die SoHwere in Betracbt^ die urn die Knotenlinie das Moment 
giebt, da die Eeaktion M mit Bezug auf P das Moment 
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hat. Hiernach bemifst sich. die Andening des Drehlinpiilses. Die Be- 
reekming der Komponeaten des letzteren gesetiett nack der Eegel der 
Lagrangesclieii Gleiclmngen: Man bilde den Ausdruck der lebendigen 
Kraft und bestimme ans diesem die Impulskoordinaten dturch Differen- 
tiation nach. den Geschwindigkeitskoordinaten. 

Der Ausdruck der lebendigen Kraft 1st, da P beweglich ist, von dem 
^blichen verschieden. Wir legen zu dem im festen PuBkte ton- 
struierten Koordinatensystem xy$ ein paralleles x l y l ^ L dnrck den PunktP. 
Dana gilt fur die Koordmaten irgend eines Massenteilchens A m des Kreisels 

a -= *i, y -&,*-*! + , 

loithin 
^ (x" + y'* + ,') - ^ * + &' + <) + ~- ' 2 + Am^'r- 

Summiert man liber die gauze Masse des Kreisels^ so darf man ' 
das Smnmenzeiclieii ziehen. Man erhalt so 



Bier ist 2^ die lebendige Kraft des Kreisels bei ruheHdem Auflage- 
also wie frtifc.er 



Ferner bedentet ^Am^ die vertikale Schwerpunktskoordinate in dem 
System y^y^ 9 mDltipliziert in die Gresamtmasse des Kreisels 5 mai). tat 
also atnliek wie in GL (4): 

J5 1 A*j0i -Bf JB cos -fr, ^ A w^/ Jf JS co d. 
Mitiin wird der Ausdrxiek der lebendigen Kraft: 

(6) T- ^ (*" + sin 1 **' 1 ) + y(9 + co B -*O f + f /2 

JfJSg'fr'sin*. 

Bezeickaet man jetat die dxei JmpulskompoiLeiitett Baeh den Koordi- 
naten g> ; ^ tcad ^ beaw, mit JV^ n und [0], so findet man 

Jf 1^ C (g)' + cos O'^ 
[6] 

Die beiden ersten Impulskomponenten baben dieselben ^erte wie bei 

festem Stutzpaukte. Sefet man ffir diese die Lagrangesclien Gleichungen 

in der Form: 

d dT ST A , 

^^ _ -- o tc, 
at dfp ?9 
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an, so findet man wie firuher 

N= const., n const. 
Dagegen lautet die dritte Lagrangeseke Gleickung, naek dem Sekerna: 



gebildet, jetzt folgendermafsen: 

" sin fr - JtfJES'*' cos # - + Jf JE '*' cos 



Der Wert von 03V08- wurde z. B. in 4 dieses Kapitels QL (4) in 
eiae beq,ueme Form nmgereclniei. Setet man ihn in die vorige Glei- 
chxoag ein ; streiett die zwei gleichen (JKeder der linken Seite gegen 
eiiiander fort mad drvidiert dnrck sin^, so ergiebt sick: 



+ ro. 

Die Wirkung der Beweglichkeit des Stiitzpunktes oder ; wie wir sagen 
konnen ? seiner 7; KoppeIung^ mit der nackgiebigen TJnterlage, bestetfc 
Mernach einfaoh darin, dafs zu der FallbescUenniguiig g auf der rechten 
Seite unserer Gleicliung die BescHennigung des Auf lagepnnktes hinzu- 
kommt. Die Bewegung nm den vertikal yeranderliclien Stiitzpnnkt Yer- 
lanft also ebenso^ wie die Bewegung bei festem Stiitzpunkte, wenn man 
sich im letzteren Falle am Schwerpnnkt anfser der Sehwerkraft Mg 
noct die Temnderliehe Kraft JB " angebracbt denkfc. Indem wir diesen 
Gedanken etwas weiter attsspirmen nnd gewissermafsen nmkelire^ konnen 
wir sagen: Die Bewegung des schweren Kreisels urn einen festen Sttlte- 
punkt verlanft ebenso, wie die Bewegung eines der Schwere nicht unter- 
worfenen Korpers^ dessen Stutzpunkt mit der konstanten BescHeunigung 
g in gerader Linie fortgeftilirt wird, 

Jedeufalls enttalt <Ji (8) zusammen mit Grl. (5) die vollst'andige 
analytisclie Formulierung unseres Problems und liefert uber die gegen- 
seitige Verkettung der beiden bewegtcn Systeme, TJnterlage und Kreisel, 
den erforderKclien AufscBlufs. Bemerken wir nock: unser Problem katte 
ursprtinglick Tier Gbade der Freikeit, entspreckend den vier Lagenkoor- 
dinaten , <p, ^, &* Durck die beiden Lnpulsgleickujigen n const., 
N = const sind zwei Freikeitsgrade gewiesermafsen eliminiert, so dafs 
wir ntuc mekr zwei Fnbekannte - und und zwei Bewegungsgleickungen 
(5) und (8) ubrig bek&lten. 

Ubrigens katten. wir auek die Gl. (5) nack dem Sckema der La- 
grangescken GHeickungen Widen konnen^ wenn wir yon der vollstaadigen 
lebendigen Kraft unseres gekoppelten Systems T* 
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gegangen waren und deinentsprecliend die folgende Lagrangesche Grlei- 

cb.nng gebildet hatten: 

d 



Hlerin setzt sick die auf die -Koordinate wirkende aufsere Kraft K^ 
aus den drei Teilen: k%, h%' } Mg zusammen. Man erMlt so: 

j- t (M? - JO?*' sin* + wO - - h? - Sg - JMflr, 

was ersichtlicli mit (5) ubereinstimmt. 

Es kommt nun darauf an ; ans den Gleiclmagen (5) und (8) weitere 
ScHiisse zu ziehen. Hierbei werden wir mis von der Annakme leiten 
lassen ? dafs es sich um l&eme Scbwingungen handelt. Dies lelirt, was 
die Unterlage betrifft, in alien Fallen der Augenschein; was die Kreisel- 
bewegung betrifffe ? bedeutet unsere Annalime ? dafs wir uns auf Be- 
wegaiigen vom Charakter der pseudoregularen Pracession beschranken 
wollen. Es sind hiernach t, und ^ dauernd yon gewissen mittleren 
Werten ^ und $* wenig yerscliieden, so dafs die Differenzea 



als kleine Grofsen beliandelt werden konnen. Ob das Grleiche fur die 
Differentialquotienten 

z'-g; e'-*', z", e" 

gilt, lassen wir daningestellt, da bei raschen Schwingungen (und um 
solehe wird es sich. handeln) die Differentialquotienten von hoherer 
Gbrofsenordnung wie Z und selbst sem konnten* 

Bestimmen wir zunachst die schon genaaanten Mittelwerte und 
^ passend. Diese seien gleich den m5gliclien stationaren Werten 
unserer beiden Koordinaten, also gleich denjenigen Werten, die mit 

der Annahme 

g'^g^^^'^^^^O 

nacn unsern Grleienungen vertraglich. sind, ISTach GL (5) und (8) er- 
giebt sieh 

(9) fcgo + Jf^ = 0, 

(10) (Nncos fr ) (n iVcos * ) = AP sin* ^ 5 

^ bedeutet, wie man Mernacli sieht, die dauernde Einsenkung der 
Unterlage unter dem Einflufs des Kreiselgewichtes Mg und der ela- 
stisclien Widerstandsf atigkeit Jc der Unterlage. Andrerseits 1st -^ die- 
jenige Neigung der Figurenaze, unter welcher bei gegebenem N, n und 
P = MgE eine genaue regulars Pracession moglich ist. Um & naher 
aaageben zu konnen, dividieren wir (10) durch. N 2 und berucksiditigen, 
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A. P 

dafs bei der pseudoregnlaren Pracession ~^y klein isfc ; sowie dafs der 

Impute nahezu in die Riehtung der Figttrenaxe f Silt Von den beiden 

Faktoren linkerhand 

l-^eosfl-o, ~ 

mufs daher elner, namlick der letztere, kleln sain; wir setzen ikn gleich 
e y finden naherungsweiee fur den ersten Faktor 

t n ^ ' 2 CL 1 n * 

1 ff eos^ = sin 2 ^ == 1 j^ 

und berechnen nach. (10) 

,--v AP . 2tx AP 

(11) = ^TSin 2 ^--^^ 

Diese und nur diese Neigung der Kreiselaxe 1st bei einem nahezu in 
die Figurenaxe fallenden Impuls Tertraglicli sowoM mit einer Tolligea 
Eulxe der ITnterlage wie mit volliger Scliwankungslosigkeit der Figurenaxe. 
Naci. Eini&linuag der neuen Variabeln Z und 6 vereinfaclien sich 
die Gleichungen (5) und (8) bei Vemachlassigung einiger offenbar 
relatiT kleiner 6-lieder wie folgt: - 



(12) (m + M} Z" + hZ f + JcZ 

JLB " a & N cos fr) <F n cos ^o 



Hier 1st uocli der Faktor von 6 in (13) auszuMiren. Da der zu 
differentiierende Ausdruck nach (10) gleicli P ist, kann roan unter An- 

wendung der Regel des logaritlmnselien Differentiierens schreiben: 

3 (n JVccm ^- ) _(&* cos fr ) ___ - 





' wcoBa- 



Hier ist der erste Stunmaoid in der { } der rechten Seite das Wesent- 
liche. Berselbe ist namlieh nach (11) gleich 

sim- A 



wakrend die beiden tibrigen Suminaiiden ; die zusanonen nlherungsweise 
Scos^/sia-O'o geben, dagegen vernaehlassigt werden kdmien. Man 

kann claher 01. (13) mit hinreichender Genauigkeit so schreiben: 

(14) 6" + ^0 

Dies ist eine lineare Differentidlgleichimff mit Jconstanten 
zwischen den beiden Unbekaimten und Z. Grl. (12) ist dagegen 
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wegen des Gliedes 0' 2 auf der reckten Seite mcM linear. Die matke- 
matisehe Behandlung nicht linearer Gleickungen stofsi aber auf grofse 
Schwierigkeiten; es ist dalier wiiasekenswert nackzuweisen, dafs wlr 
jenes Glied nakerungsweise streieken konnen. 

Betracliten wir zunaekst unsere Grleichungeji (12) und (14) unter 
der Aimahme, dafs die Unterlage yollig unnaekgiebig sei (k = oo ? 
Z = Z' Z" = ; kZ unbesiinunt). Daan geht GL (14) fiber in 

e^ + J/e-o 



und integriert sich dorch 8 = T"^J so dafe die Periode der 

Schwankungen der Kreiselaxe gleich 2?r^ ? also bei grofsem N klein 

wird, (Man vgl. Jiierzti Kapitel V 2 ? GL (15), wo dieselbe Periode 
gefunden wurde.) GL (12) wird in diesem FaUe niclit8sageiid ? da wie 
bemerkt A*Z nnbestimmt wird; in der That ist jene Gleiclrang alsdann 
bei der Bestimmung der Bewegnng entbehrlicli. 

Annahernd wird nun auch bei etwas nachgiebiger Unterlage die 
Periode nnd die Form der Schwankung der Kreiselaxe dieselbe sein ; 
wie bei vollig starrer. Jeden&Us werden wir ; um die Grofsenordmiiig 
VOB 0' a und Q" in GL (12) abzusdiatzen, den Wert von 6 bei starrer 
Unterlage zu Grunde legen konnen. Dann erkennen wir: Wir durfen 
nicht behaupten^, dafs wenn klein ist ; d. h. wenn die Sehwingungs-- 
amplitnden a und 5 Heine Zahlen sind ? auch 0' oder gar 0" klein 
saien, well bei dar Differentiation der grofse Faktor NjA bezw. N*/A* 
Mmsutritt. Wohl aber dfirfen wir beliaupten, dafs 0' 2 Mem ist gegen 
/7 , da sicn die Sinus- oder Cosinusbestandteile beider im Mittel Ter- 
halten wie a 2 : a oder wie Z? 2 : &. Wakrend also das Glied 0' 2 absolnt 
genommen grofs sein kann ; so ist es doch relatiy gegen das Glied mit 
A/ belanglos. Wir sehliefsen daraus, dafs sein Binflufs auf den Ver- 
lauf der Bewegung klein ist und halten uns dementsprecliend far be- 
reciitigt ; dasselbe in GL (12) zu streicken. 

Dem Folgenden diirfen wir jetzt die zwei linearen Differeatial- 
gleickungen 

( (M + m) Z' r + hZ' + JcZ 
(15) 8 " + ^6- 

\ ,-OL ML. 

zu Grunde iegen. Ihre Diskussion gescMelit nack bekanntea Regain, 
die bei der Metkode der kleinen Sckwingungen (vgl. Kap. V, 8) 
staiidig angewantlt werden. 
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Man setae 



(16) Z 

und bestiinme das Verhaltnis der Ibeiden Schwingungsainplituden C und 
B ? sowie die Sehwingungsfrequenz I durck Eintragen der vorstebenden 
Werte in die $L (15). Dabei ist es nocb. notig, um vergleiclibare, 
d. h. gleichbenannte Amplituden in der Reckaung zu haben ? YOU der 
Amplitude des Winkels 6 etwa zu der Amplitude des Schwerpunkts- 
ausschiages oder, was noch. bequemer sein wird, zu der Vertikalpro- 
jektioa dieser Amplitude uberzngelien. Wenn S die Amplitude von 
6 ? ist die Amplitude der Sehwerpunktsbewegung E und die vertikale 
Projektion derselben Esi&& Q . Diese setzen wir gleich 

(17) D = Esw& Q B, 

Die Gleichungen (15) lauten nun, nacli Eintragen der Werte (16) 
und (17): 



hierbei wurden die Abktirzungen benutzt: 

,, k 7 , fc M ME 1 



;> *"-#+> " 3 

Man bemerke hierbei, dafs v ebenso wie ft eine reine ZaM und 
zwar ein echter Bruch ist. In der That wird nach einem bekanntexi. 
Sate iiber TragheitsmomeHte das Tragheitsmoment A fftr den Stutz- 
punkt gleich dem entsprechenden Traglieitsmoment fttr den SeKwer- 
punkt vermekrt um Jf JE 2 ; mitkin ist "M.W < A und daher v < 1 

Aus den GHL (18) folgert man; 



Die beiden letzteii Glieder dieser Gleiehung liefern die Beatimiaung 
von A; K berectnet. sict als Wur#el der Gldchung vierten Grade, 

(21) pv# - i + ! (A 2 + VI + V), 



so dafs man vier mogliche Werte YOB A zur Verftigung hat^ die wir 
^ . . . A 4 jiennen und von deneB. je zwei konjugiert imaginar sein werden* 
Bei der Diskussion der Wurzeln gelien wir von der naturgemSXsen 
Annahme aus, dafs die Unterlage ziemlich unnacligiebig sei Qc nicht 
mehx oo, aber V reeht grofs, im Besonderen grofs gegen 
Dann ist nacli Gl. (21) Botwendig 
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jy-2 

entweder A 2 + -jr * ' * se ^ Lr kleia 

orifer A sekr grofs 

Indem wir zunackst die erste Moglickkeit betrackten ? setzen 
wix tf+N^/A^^e, berecknea unter Veraacklasjsigiiag kokerer Potenzen 
TOH s zunaekst den Wert Ton aad bestimmen daraus zwei Wnrzein 
unserer 0-leicliiing^ deren Naherungswerte wir Aj_ tuad A 2 neimen. Wir 

finden: 

N* 



oder, da fc' grofs gegen N Z /A*, die reekte Seite also klein 1st: 

/no\ ^i 1 , - 

(22) ^j = , 

mit der Abtttrzung 



Die beidea andera Wurzeln unserer Gleiclmng finden wir durch. 
Yerfolgen der Annahme: 2 sehr grofs. Wir setzen etwa 1/A=/ 
und Yernachlassigen f' 3 , /4 . Ftir e' ergiebt sick aus (21) mit Btck- 
sickt darauf, dafs V grofs gegen N 2 /A 2 sein sollte ? die quadratigcke 

Gleichung: 

l-v + fcV + ft'e^^O 

ihre Losimg ist: 

' 

Hieraus ergeben sick die beiden folgenden. Wurzelwerte: 



Ji 



Das Warzelpaar (A u 1 3 ) lafst sick mit dem wenig yerscHedeaen 
Wertepaar iN/A in Vergleick setzea, welckes (s, pag. 615) dea 
Sckwiaguagea der Kreiselaxe bei vollig unaackgiebiger ITaterlage ent- 
sprickt. Es uatersckeidet siek yoa diesem aameatlick darek dea 
reellea Bestaadteil 



der als Folge der dampfenden Wirkung der TInterJage aaxtisekeii ist. 
Daaeben ist auck der imaginare TeO. durek das Mitsckwiagen der 
Uiiterlage etwas modifiziert. Aadrerseits koanea wir das Wnrzel- 
paar (Aj ? A^) mit denjenigea Wurzelwertea vergleickea, welcke dea 



618 VTT Einflu& YOG BeihuBg, Ltrffcwideratan^ , EJastkita-t etc, 

Schwingungen der Uoterbge bei Abwesenheit des Kreisels nach Gl. ( 1) 
srakommeB. Man erfcennt anek Her eiiie Rtickwirkiiag des Ereisels 
anf die SehwrnguBgeii der TTnterlage, eine Bflckwirkung, die sich 
iibrigens. wie man leicht siebt ? am einfachsten als eine scheinbare Ver- 
mebrung der Masse m des ursprfingliclien sciiwkigendeji Systems anf- 

fassen lafet. 

Von Mer aus konnen. wir hinsichtlich des Charakters der eia- 

tretenden Bewegimg foigeudes. schiiefsen: Jedenfalls miissen sicb die 

SchwinguBgen sowohl der ilreiselaxe wie der Unterlage aus Gliedern 

von der Form 

e/-^ ? e^y &*, e*-** 

additiv mit koastantea Koeffizientea O t nnd D f; deren Verhaltais durch 
GL (20) Toransbestimmt ist, zusammensetzen. Dabei werden sich die 

konjugierteB Ezponentialgi-ofsen paarweise zu trigonometrisclien Funk- 
tionen vereinigen Hud zasammen je eine SctwiBgtingszaU und einea 
DampfuBgsfaktor definierejL Insbesondere bestand die SchwiBguag der 
Kreiselaxe ? wenn wir YOU der Einwirktmg der Unterlage absaben, aus 
ungedampffcen, rein periodiseb.en Schwingungen YOU der SeKwinguag^ 
saki NftnA. Durch die Mitwirfawg der Unterlage wM diese Schwingmgs- 
gahl etwas abgeandevi, die Sclimngung mrd u'berdies gedampft, so dafs sie all- 
mdUich absterben mufs; dannaber iiberlagwn sich dcngmannien nocli anderc 
gedampfte ScJmingungen 3 die unfer Torausseimnc/ einer iemlidh wwtchr 
giebigen Unterlage (k'>N*/A*) wes&^icli Jiohere SchwingungsmJtl haben. 
Andrerseits sind^ solange wir von der anregendeai Wirktmg des Kreiseis 
auf die Unterlage absehen, die natttrlichen Schwiagnogen der TTnter- 
lage gedampfte SehwiEgiingeiL YOU sehr grofser ScbwingungsxaU. Durch 
die Mitwir'kunff des Kr&isels wird iJire S$wngmgssatd sowie ikre 
Dampfung ebenfalU etwas abgeandert und es nberla^ern sicft diesen 
SeJiwingungen nock Vihratiwien von geringerar SchwingungsmW^ derm 
Periode in der Nake det natiirlidfuw Sehwngnngspenode der Kreisel- 
aoce liegt. 

Es ist ieicht einzuselie% dafs die langSQinere der beideB Schwiugnngen, 
die der Eigenschwingung der Kreiselaxe naheliegt ; in der Beweguiig des 
Kreisels deatiicher mm. Ausdraok kommen wird, wie in der Bewegung 
der Unterlage nnd dafs umgefeehrt die sclmellere Seliwingtuig ? die wir 
mit der Eigenscbwingtoag der Unterlage yerglichen hatten ; in den 
ScliwaBkungen der Unterlage starter ausgepragt sein wird ? wie in 
denen des Kreisels. In der Tkat xeigt Gl. (20), dafs fur nnser erstes 
Wnrzdpaar I - A 1 oder 1-^, fur reiches 1* + N*JA* Hein ist ? 
nuch C Hein gegen D ist 5 dafs dagegea fiir das zweite Paar I = JL $ 
oder 1 = 1 4 , fur welches I s -f VI + //, wie mas leicht naclirec}inet ? 
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gleidi tivl ist, C gleich. D/v wird, also grofser als D sein nrafs. 
Jedes wnserer beideti System?*- Krdsel und Unterlage, sclimngt in der- 
jenigen Periode starker, die iJim die naturlicfiere ist. 

In der Beobachtnng macht siclb namentlich. der Umstand geitend, 
dafs die Scbwingungen des mit der Unterlage gekoppelten EJreisels 
gedampfte Sekwingungen siiid. Er zeigt sich. darin, dafs die Meiaea 
Sctwaiikungeii der pseudoregtilareB Pracession bald absterben nnd dafs 
die stationare Bewegnng der reinen regular en Praeession (Z = ? = 
oder in tmseren fruberen Koordinaten gesehrieben g^So^ ^ = ^*o) a ^ s 
Endzustand angestrebt wird. Wir saben nbrigens frfiker, dafs anct 
andere dissipative Einflusse (Reibung im Stafczpunkte) in ahnliclier 
Weise auf eine Abiiahme der Nutationen und auf eine Vereinfacliuiig 
des BewegnagsTorganges hiBwirkten. Jedenfalis aber konunt dem Mit- 
scbwingen der Unterlage in dem nunmebx erlautertea Simie bei dieser 
Ersclieinung eine wesentliehe Eolle zu. 

10. Anliang, Eimfiufs der Beibnng auf den in der Horis;0:atal- 
ebene spielenden. Xreisel. 

In dem Anhange zum vorigen Kapitel taben wir die Beweguiig 
des auf der Homontalebene frei beweglichen Kreisels unter Abselnuig 
YOU der Reibung behandelt. Indessen mufsten wir zum Schlufs jenes 
Anianges darauf Mnweisen^ dafs die wirklich zu beobacbtenden Be- 
wegungen mit der dort gefandeaen nur eine entfernte Ahnliehjbeit haben. 
Der Grund liegt naturlieh darin^ dafs die Reibung, die wir dort yer- 
naclilassigt batten, nicbt eigentlicli eine sekundare korrigierende Be- 
deutung hat, sondern dafs sie, man mag die Unterlage noeb. so glatt 
herstellen wie man wolle (Spiegelglasscbeibe), fur den Charakter der 
Baknkurre in erster Linie mafsgebend 1st. 

Da sich. nan die Babnkurve des horiizontal bewegliclteii Kreisels 
bftsonders gut beobaehten lafst (s. u.) ; da sie ferae? wegen ikrer gesetz- 
mafsigen und scbonen Gestalt ein besonderes Interesse beanspruehen 
darf ? so mussen wir wtnschen ; unsere fruberen Betracbtungen durcbi 
Beriicksicktigiing der Beibung soweit zu verrollstandigen^ dafs sie sur 
allgemeinen Erklarong der wirkliclien Brecheinungen geeignet werden. 
AEerdings werden wir Merbei Ton quantitatiyen Berechnnngen im Sinne 
you 4 und 5 dieses Kapitels absehen und den Einflufs der Reibung 
nur qualitatiy diskutieren; ferner werden wir ron einer erneuten Dis- 
kiiBsion des Luftwiderstandes etc, absehen^ da dieser neben der gleitenden. 
Reibung an Wiehtigkeit zurtcktritt. 

Auct yon dem jetzigen Problem gilt die Bemerkung, die wir 
friiher fur die Eeibungswirkungen tberhaupt gemaeht liaben: dafe 
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scheinbar geringftigige Nebenumstande den Charakter der Bewegung 
stark beeinflussen konnen. So ist es durehaus nieht gleichgultig, ob 
z. B. die auf der Unterlage gleitende Spitze mehr oder minder zu- 
geseharft ist, ob die Unterlage grofsere oder geringere Unebenheitea 
hat und Ahnliches. Besonders deutlich tritt die Wirkung solcher Ver~ 
haltnisse bei einer Erscheiirang herror, die wir bei Benutzung einer 
StaMspitze oft zu beobachten Grelegenheit hattea und die wir als dea 
Vorgang des , ; Einmirzelns^ bezeicimen mocliteji: Die Kreiselspitze 
gerat in irgend oine fiir das blofse Auge kaum erkennbare Yertiefirng 
der TJnterlage ? in der sie weiterHn festgelialten wird; der Kreisel spielt 
nicht melir auf der horizontalen Ebene, sondern wird dnrch eine Art 
unsichtbarer Pfanne gezwungen ; sicli um einen festen Punkt wie bei 
imserem nrspriingliclien Kreiselproblem zu drehen. Wann und wie 
dieses Einwurzeln stattliat, lafst gich. im Vorans nicht bestimmen. Nur 
soviel ist a priori Har nnd wird durch die Beobachtung bestatigt, 
dafs eine zugescb.*arfte Spitze sich leichter einbojhrt, wie eine ab- 
gemndete, die tiber vorhandene Vertiefungen der Unterlage ev. Mn- 
weggleitet ? dafs eine rauhe und weicte Unterlage (Papier und be- 
senders Pappe) fiir die gedacMe Wirfamg giinstiger ist ? wie eine Karte 
und glatte Unterlage (Gflasselieibe) 7 ja dafi eine berufste Grlassclieibe, auf 
deren Oberflacke der "Kreisel selbst durch Zusammenliaiifuiig des Rufses 
IJnebenlieiten terstellt 3 wieder gunstiger ist wie eine uuberufste Sciieibe ; 
dafs ferner bei nahezu aufrechter Stellung yon Piguren- und Drebaxe 
ein Einwurzeln liaufiger stattfindet wie bei starker geneigter Axe, weil 
im ersten Falle die zur Heminung de3 Auflagepunktes erforderlichen 
Seitenkrafte kleiner sind und daher leichter von der Unterlage her- 
gegeben werden konnen ; wie im letzteren Falle ? dafs endlich diese und 
andere Unregelmafsigkeiten in der Bewegung um so leichter cintreten 
konnen^ je kleiner die Abmessungen und die Massen des Kreisels sind ; 
je kleiner der urspriinglicli erteilte Impuls war oder je mehr derselbe 
im Laufe der Bewegung abgenommen hat, Im Folgendes. werden wir 
diese Erscheinnug des EinwurzelnSj fiber die sich theoretisch nicht viel 
aagen Ia6t ; auisschlielseii, wir setzeB also eine hiixreiehend abgerundete 
Spitze auf hinreichend ebener und regelmafsiger Unterlage voraus. 

Wir wollea nun den allgemeiaen Bewegungsterlauf sehlldern, wie 
er unter dieser Einschrankung beobaehtet wird. Da fallt sunaclist ; 
im Gegensatz zu den Ergebnissen unserer frtiheren reibungsfreien Be- 
trachtungen, ins Auge, dafs die Horizontalprojektion des Schwerpunktes 
sich nioht, wie fruiter behauptet wurde ; auf gerader Linie mit konstanter 
d-eschwindigkeit bewegt (entsprechend einer dem Schwerpunkt anfanglich 
erteilten horizontalen Greschwiudigkeit) ? bez, dafs (bei der anfanglichen 
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korijsontalen Schwerpunktsgeaclimiidigkeit Null) der Sckwerpnnkt nickt 
auf einer festen Vertikalen bleibt, sondern dafs er Yielmekr loreisfomiige 
Baknen besckreibt, die nagefakr der Baku des Stutzpmkfces anf der Unter- 
lage folgen. Es fallt femer ins Atige, dafs die Balm des Stutzpunktes, 
die wir fdiker als Ereis mit aiifgeseizten Zacken besckrieban, im Hitfcel 
niekt einen konstanten Radius kat ; sondern dafs sieh ikr Badiug in 
der Eegel TerHeinert ; iinter Umstanden, namentlicli gegen Ende der 
Bewegung, allerdings isick gelegentlicli auch erweitert JHe Baknkurve 
des Sttifajwn'kies und ebenso die des Schwerpwnkfes ist also jetzt als eine 
meist sidi verengende SpiraUmie zu besehreibeiL Die einzebien Win- 
dmigen der SpiraUoiie legen sick in der Regel nickt ineinander ; 
sondera mekr oder weniger nebeneinaiider ; was anf die Deutlickfcit 
der entstekenden Figur sejir gtinstig wirkt. Die SpiraUinie ersckeint 
daher in eiaer gewissen Biektung seitlick atiseinandergezog^iL Man 
konnte in dieser Ersckeinung die Folge einer dem Sckwerpnnkt 
ursprteglick erteilten Anfangsgesckwindigkeit efblicken wollen; in- 
dessen lekrt die Beobaoktang ill nnzweidentiger Weise, dafs es sick 
kierbei lediglick nm die Wirkung geringer Jfeigui^gen und Unregel- 
mafsigfceiten der Unterlage kauidelt. In der Tkat komnten wir durct 
absicktlickes Sckiefstellen der TJnterlage eine beliebig statke Aiis- 
eiaanderziektoig der SpiraUinie bewirken; die Eicktnng, in der die 
Windongen der Spirale fortsokreitenj fallt dabei nicht mit der Eichtnng 
grofster Neigung anf der Unterlage amsammen, sondern weickt vermoge 
der Kreiselwirknng in bestimmtein Sinne von jener ab. Hinsiektlich 
der Winkelgesckwindigkeit ; mit welcker die anfeinander folgenden 
Ereise der BakakBrre durchlanfen werden, der ^Pracessionsgesekwin- 
digkeit^, lehrt die Beqbacktnng in musweideutiger Weise, dafs diese im 
Verlauf der Bewegung etwas zunimnrt, dafs wir es also mit einer etwas 
besehleunigten Pracession KU tknn kaben. Endliek wollen wir nock 
alis ein allgemeiiies Ergebnis der Beobaektting* erwainen, dafs die Nu- 
taiionen der Kreiselaxe ? welcke zu deii Anszackungen der Baknlairve 
des Stiitzpunktes Anlafs geben nnd dadurck viel ra dem eigenartig 
interessantea Eindrack dieser Knrve beitragen^ bei den Experimenten 
ikrer Grofse naek immer sekr goring sind^ so dafs sie den gleick- 
mafoigen Verlauf der Bahnknrye nnr nnwesentKck unterbrecken. Wik- 
reM wir also im vorigen Kapiiel anf die Nutationen der Kreiselaxe 
besonderen Wert legten tuid sie dnrei ftigonometriiscke Ftinktionen 
annakerten (bei strengerer Eecknnng waren sie durei elliptiscke oder 
gajr kyperelliptiseke Integrale daraustellen), werden wir jetzfc bei Be- 
sprecknng der Beobacktnngen von diesen Nntationen tLberjMnipt ab~ 
sekea, 

egung, III. Aufl. 40 
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Til. Anhang. Der anf der Honzontalebene splelende Kreisel. 



Zum Beleg fox die Yorsteliende Schilderung de? zii beobachtendea 

Vorgange geben wir in den naehstelieiiden Figures, siwel Beispiele YOB 
Bahukurveu des Stiitzpuiaktes zweier verseliiedeiier Kreisel^ welcbe beide 




Fig. 91 




Pig. 92. 

selbittbatig aufgesseiefanet und alsdann photographisch reprodnslerfc 
wurdeny ao dafs sie als tomiittelbare Beobaditungsdokamente gelten 
konnen/ 

Die erste deraelbea mirde uns voa Lord Kelyin gfLtigst wx Ver- 
fligung gestellt. Er liefs sie entstehen, iadem or anf dem ZeichjeBpapier 
Qinen Ereisel spiele liefs ? der nach unten Mn in eiaen Bleistift 
aualief, Wir sehen hier die aUmahlielie VerengeraBg der Babn des 
Sttiteptmktes^ wie sie 0ben besekrieben wurde. Die eiaselnen WindiiEgen 
der spir^igen Bahnkurre legen sich in der Figur YOU links nach rechts 
Beben einander. Die Yerkleinening des KrSmmnngsradius der Bahn 
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halt In diesem Beispiele bis zum Schlnsso an ? wo der Itnpnls bereits 
stark gesehwacht ist und die Linienfiikning der B&ka etwas xoisielier 
und unregelmafsig wird. Die Kurve lauffc sciliefsliebi in einige ge- 
setzlose Zaeken aus, die dent Uraf alien des Kreisels entsprechen. IJber 
cine geeignete Herstellimgsweise solcher selbstregistrierender Rreisel 
bericfatet C. Barns*). 

Wir selbst fanden es beini Studium dieser EraeheinungeB bequem^ 
eine berufste Spiegelglasplatte aLs Unterlage zu benutzen, anf der sich 
die Spnr des Exeisels dentlich markiert ; oder ? wo wir eine starkere 
Reibungswirkung wiinscliten 7 bemfstes Sctreibpapier. Als Kreisel dienten 
nns einige Heine, zieinlich leichte Uhrradclieii mit Axe (Abstand des 
Radmittelpunktes vom Stttzpimkt ca. 1 cm, Durchmesser des Bftdehens 
5 cm ; Gewicht 15 gr ? die stahlerne Auflagespitze bei den YersoMedenen 
Exemplaren mehr oder minder ragesch'arft). Von einem solcliea Kreisel 
ist unsere zweite Figor auf einer berursten Glasplatte auigezeidbnet; die 
Mer gegebene Reprodnktion ist das Negative des Originals , bei dem 
sieb. die BahnkiirYe als belle Linie anf dem dimkeln Grunde des Rialses 
abkebt. Unsere zweite Fignr zeigt deiitliehere Nntationen wie die 
erste, im tlbrigen lafet sie wieder die Spiralform der BalmknrYe mid 
eine gewisse SeitenYerscMebniig erkennen, die namentlici. gegen Ende 
der Bewegung als ein scbeii sjiemlich unregelma&iger Auslanf in die 
Angem fallt. 

~Ns&h(lem wir nns in solclier Weise durcli das Experiment ror- 
lorteilslos orientiert kaben 7 gehen wir nun an die theoretische Er- 
Himng des BeebachteteB. 

Entsprechend der dnrch die Beobachtung festgeBtellfcen Gering- 
fagigkeit der ISRrtationen werden wir iiber den Charakter der Bewegnmg 
die Tereinfactende Annalime maclien ; dafs dieser in jedem Aogenblick 
als processions -ISmlich angesehen werden kana. Unter einer regiilaren 
Pracession soil dabei jetzt eine Bewegung Terstanden werden, bei der 
die Figurenax tinter einem konstanten Winkel & gegen die Vertikale 
geaeigt ist und bei der sowohl der Scliwerpiinkt wie der Stfitspnnkt 
des Ereisels je emeu KreiB mit konstanter Gescliwindigkeit um die- 
selbe Tertikale Gerade "beschreiben. Pracessions-Shnlieli wird eine Be- 
wegung entspreeiienii dann lieiTsen, wenn der Neigungswiakd. ^ ntir 
langsam veranderlieli ist- und wenn die BaJinen van SMtapimkt tmd 
Seiiwerpnnkt nakezu kreisformige und natezti gleickformig durcMaufene 
Spiralen werden. 

der Gestelt des Ereisels an der 



1S96. 

40* 



624 Vll. Anhang, Der auf der Horizoufcalebene spielende KreiseL 

mogen die beim Kreigel mit festem Pmakte ( 3) eingefukrten Vor- 
stellungen gtUtlg bleiben: das untere Ende des Kreisels laufe in eine 
Halbkugel YOU kleinem Radius p aiis; der tiefste Punkt der Halbkugel, 
welcker kein individueller Kreiselpunkt ist sondera in jedem Augen- 
blieke weckselt, ist der Stntz^wnkt P. Wahrend der senkreckt iiber 
P gelegene MittdpwnU der Halbkugel in 3 ein fester Punkt war ? 
beschreibt derselbe jetzt bei der regularen Pracession einen Exeis. 
Legen wir durcli P eine Ebene senkreclit zur angenblicHiclien Eotations- 
axe, so sctneidet diese unsere Halbkugel in einem Kreise 7 den wir 
den ^Stiitzkreis^ nennen konnen; die samtliclien Punkte dieses Kxeises 
werden nanolicli, sofem die augenblicklicke Rotationsaxe im Kreisel 
nicht zu selinell wect.selt ; nack einander die Rolle des Stutzpunktes iiber- 
nehmen 7 indem sie durch die Rotation nacli einander in die Lage des 
tiefsten Pnnktes der HalJ>kugel ubergefahrt werden. 

Als Gesetz der Reibung es soil sich lediglieli um gleitende 
Reibxtng kandeln legen wir wieder das Coulombsche Gesetz ( 2) 
zu Gnmde. Der Reibungswiderstand W im Stutzpunkte ist dann eine 
horizontale Kraft von der Gbrofse pR, wenn JS den Gegendruck der 
Unterlage gegen den Kreisel bedeutet. Letzterer ist, wie pag. 515 
auseinandergesetzt wurde, allgemfein gleich. M(g + 0"), wo $" die 
SckwerpunktsbeseUeuaigung bedeutet 5 im besonderen wird also bei 
einer pracessions-SiLalielien Bewegung hinreickend genau: 

(1) R*~Mg f W^iiMg. 

Riekttuig und Sina des Reibuiigswiderstandes kangen Ton der Riektung 
des Gleitens im Stutzpunkte ab. Um letztere zu bestimmen, werden 
wir Yortibergekend den Mittelpunkt der genannten Halbkugel zum 
^Bezugspunkte^ waklen und die Bewegung des Kreisels in due Parallel- 
versckiebung, deren GeBckwindigkeit mit der (yesekwindigkeit des 
Punktes O iibereinstimint ; und eine Drekung um eine Axe durck 
zerlegen. Der Punkt P erkalt auf diese Weise die beiden Gesckwindig- 
keiten v und F; t? sei die Gesckwindigkeit der Parallelversckiebung, 
oder die Gesckwindigkeit von 0, V diejenige Gesckwindigkeit, die P 
vermoge der Drekung um erkalt. Fallt, wie wir anuekmen, wollen, 
die augenbli^licke Drekaxe durck nakezu mit der Figurenaxe zu- 
sammen^ so Hegt die Riektung von V nakezu senkreckt zur Figiaren- 
axe und es wird die Grofse von F gleick dem senkreckten Abstand 
des Punfctes P von der Figurenaxe, d. i. gleick p sin -& multipliziert 
mit der augenblicklicken Drekgesckwindigkeit des Kreisels um 0. Die 
Riektung des Gleitens wird dann durck geometriscke Zusammensetztmg 
der beiden Gesckwindigkeiten v und F geftmden durck geometriscke, 
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nickt durek algebraische Zusammensetzung, weil ? wie wir selieii werden ; 
die Ricktungen YOU v und V notwendig gegen cinawder geneigt sind, 
Man wird nun drei Palle untersckeiden konnen, namlick 

1) V>v ? 2) F-0, 3) F<>. 

Fall 1) wird bei raseker Eotation des Kreisels der normale sein; 
je grofser namliek die Rotation, um so grofser wird die der Rotation 
entspreckende Gesckwindigkeit V des StlitzpunJites und um so kleiner 
wird, naeh den Resnltaten bei der reibnngsfreien Bewegung zu nrteilen, 
die Pracessionsgescliwindigkeit und daher auch. die Geschwindigkeit v 
werden. Bei Mnreiehend starker Rotation wird man sogar v gegen F 
vemacUassigen und die Richtung des Grleitens init der Richtung yon F 
identifizieren konnen. 

Fall 3) wird sick einstellen 3 wenn im Verlaufe der Bewegung die 
Eigenrotation durcb die Reibung bereits betrachtlieli geschwacht ist. 
Dann ist die Creschwindigkeit v fiir die Bestimmung der Gleitricktung 
mafsgebend, 

Im Grenzfalle 2) findet, wenn wir die Gleickung F== v nicht nur 
als eine Bedingung fiir die Grofse, sondern auct fur die Richtung der 
(in entgegengesetztem Sinne xu zahlenden) Geschwindigkeiten v und F 
anffassen, iiberliaupt kein Gleiten statt. Bei entgegengesetzter Gleicli- 
lieit Yon v und F ist namlich der augenblickliclie Stutzpunkt in rela- 
tiYer Rulie zur Unterlage; es rollt dann der augenblickliche Stdtzfcreis 
oline Gleiten auf der Unterlage ab. Ob aber im Verlauf der Bewegung 
dieser Grenzfall sich uberbaupt Yortibergehend realisiert^ ist zweifel- 
liaft und liangt von den Anfangsbedingungen ab. 

Wir untersuchen zunackst den normalen Fall 1) des NaHeren. 

In Fig. 93 liaben wir diejenigen Ki*eise Yerzeiclanet^ welche der 
Schwerpunkt S und der Punkt nach Voraussetzung bei der pracesgions- 
akpliclien Bewegung annaliernd beschreiben. Beide Kreise sind durct 
senkrechte Projektion in die den Kreisel tragende Horizontalebene Yer- 
legt. Die Rotation finde annaliernd um die Figurenaxe im Sinne des 
Uhrzeigers statt. Die Projektion des im Seiwerpunkte konstruierten 
Drekimptdses auf diese Axe sei dementspreckend N > 0. Dann fmdet 
auck die Pracession des Stiitzpunktes Yon oben geseken im Ukrzeiger- 
sinne statt. Letzteres konnen wir aus unseren frflkeren Ergebnissen 
bei Vernaeklassigung der Reibung entnekmen. Die Winkelgesckwmdig- 
teit ^ f der Enotenlinie, welcke zu]gleick die Winkelgesckwindigkelt 
bedeutet, mit der der Stutzpunkt um die (bei unserer friikeren Be- 
tracktung feste) Vertikale durck den Sckwerpunkt rotiert, katte (s. z. B. 
GL (31) Yon pag. 526) im Mittel den Wert 
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/ON w/ _ P _ Jfr-g 

W V jV" 3JT-> 

ist also positiv bei positivem JV". Sicherlicli wird der Sinn der 
Pracessionsbewegiing dureh. die Relbung nicbt uxngekefart werden 
konnen. Hierdurch 1st die der Baku von in Fig. 93 beigegebene 




ff.9S. 

PfeiMcbtung gerechtfertigt. Dieselbe Pfeilricbtung kommt ersicbtlich 
aucb der Sctwerpnnktsbalm zu. Wir werden aber auck die Qrofse 
der in (2) genannten Pracessionsgesebwindigkeit anf den vorliegenden 
Fall Hbertragen dttrfen, da die Eeibtoag anf dieselbe nnr einen in- 
dtrekten Einflufs (durch VerHeinernng von N) hat. 

Die oben emgefakrten Geschwindigkeiten v nnd V sind jetzt nacb. 
Ricbtnag toad Grofse leicht angebbar. v hat die Bichtung der an die 
Baku von im Pnnkte P gelegten Tangente iiad ist in nnserer Figur 
von P aus naeb hinten geriehtet, V liegt ungefahr senkrecht zur 
Figurenaxe mid ist bei dem festgeseteten positiven Eotationssinn in 
unserer Figur nacb vome gerichtet. Der Grofee nach ist^ wenn r den 

Badius der Bafcn von bedeutet, 

/ON . r ^MgE 

(o j v = T O fy *=*r ^= 

Ferner folgt aus dem Bigenimpuls N die Grofse der Rotation um die 
Figurenaxe gleict N/O (C Tragheitsmoment um die Figurenaxe) und 
Meraus nact obigem angenahert: 



sin # 
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Wir setzea Torans ? dafs nieht niir, entsprecheiid der Bedingung des 
Falles 1) ? V grofser ais v, sondem dafs F grofs gegen t? sei Dies 
besagt naeh (3) nnd (4) 



Bei Mnreiehend grofsem Eigenimpnls und hinreiehefid sehrager Figurea- 
axe wlrd diese Bedingung In der That erf&lit $ein. 

Zugleich mit V steht unter der Annahme (5) aiicli der EeibHngs- 
widerstand W annatemd senkrecht auf der Flgtirenaxe; dem Sinne 
nach ist er in imserer Figur nach hinteii gerichtet. Mit der Grofse 
mad Eichtmig von IF hangt a"ber die Schwerpnnktsbewegimg anfs 
engste znsammen. Da namlich If" die einzige horizontale Kraft ist, 
die auf den Kreisel wirkt ; so ist die HorizontaLbeschleunigong des 
Schwerpunkts zu W parallel imd gleich WjM == pg (s. GL (1)), Be- 
schreibt^ wie wir annahmen ? der Schwerpnnkt nahezu eiaen Kreis mit 
annahernd konstaater Geschwindigkeit^ so ist die Schwerpunkts- 
beschlennigioig nahezn centripetal ; also senkrecht gegen die Kreis- 
peripherie naeh innen gerichtet. Da diese Richkrng andrerseits genau 
parallel 2nr Eichtung Ton W und daher nahezu senkrecht zur Richtnng 
der Figurenaxe steht^ so folgt, dafs die Projection der Figwrenaxe auf 
die tragmde Horizontalebene dm Schwerpurikte'kreis nakem tangieren 
mufs* Und zwar entspricht Ton den beiden Tangenten^ die in Fig. 98 
Ton der augenblicklictien Lage Ton P an den Schwerpunktskreis ge. 
legt werden konnen^ offenbar die ansgezogene Tordere Tangente den 
Verhaltnissen des in Rede stehenden Falles 1). Der Schw&rpmM M&ibt 
oho T)&i der DurcM(mfunff seines Kreises immer etwas Mnter dem Stiitz- 
jwnkte zuruck; die Figurenaxe sehneidet nieht die Vertikale dtirch den 
Mittelpunkt unserer Exeise, sondem dreht sieh in windschiefer Lage 
urn dieselbe herum. Anch die Grrdfse des Schwerpunktskreises folgt 
nun leieht ans der Grofse der Schwerptinktsbesehleioiigiing. Letztere 
ist einerseits bekanntlich gleich r a ^ /2 ? andrerseits wie oben bemerkt, 
gleich ftg. Man hat also 



Der Schwerpnnktakreis ist um so grofser, je grofser der EJgenimpnlg 
nnd je Heiner das Schweremoment P = MgjE ist; aufserdem nimmt 
seine Gxofse nattrlich mit abnehmendem Reibungskoeffizienten p. ab 
nnd rednziert sioh bei Tersehwindender Reibnng auf Null, in tFberein- 
stimmtoag mit frtiheren Ergebnissto. Auch die Grofse des Tom Sttltz- 
pniskt beschriebenen konzentrischen Ereisee ist hiernach bekannt. Man 
hat nimlieh naeh Fig. 93: 
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(7) rf*r*+(Eam#)*, 

wo -Ksin^ die Projektion der Lange OS in die Horlzontalebene be- 
deutet. Dieser Kreis wird im allgemeinen nur wenig grofser sein wie 
der Schwerpunktskreis. 

JSTachdem die Schwerpunktsbewegong bestimmt 1st, haben wir die 
Drehung urn den Schwerpurtkt zu besprecken* In welckem Sinne wird 
dieselbe dureh die Reibung W beeinfiufst? Wir konstraieren uns m- 
naehst das Reibungsmomeat SW(TF) mit Bezng auf den Schwerpunkt 
VernacHSssigen wir den Abstand 9 der Punkte und P, so enthalt 
die durck S und IF* gelegte Ebene annahenid die Figurenaxe. Der das 
Reibungsmoment darstellende Vektoiv welcter als Lot auf dieser Ebene 
zu konstruiercn ist, steht daber annabernd senkrecht auf der Figuren- 
axe tuid ist in der durch die Figurenaxe gelegten Vertikalebene unter 
den VerMltnissen miserer Figur 93 sckrag naclx oben gerichtei Der- 
selbe setzt sich nun mit dem vortandenen Drehimpulse in derWeise 
zusammen^ dafs sieh der Impuls in jedem Zeitelemente dt um dJ^Wldt 
andert. Der Impuls, der annaHernd die Eiektung der Figureiiaxe hat, 
wird dadnrch nach oben kin abgelenki Der Impuls riclitet sich durch 
die ReibungswirJcung aUmahlich auf. Urn von kieraus zu seHiefsen, dafs 
auch die Figurenaxe sich aufricktet ; erinnern wir an die ScHufsweise 
yon pag. 555, wonack die Rotationsaxe annakernd der Impulsaxe folgt, 
wahrend die Pigurenaxe in scknellem Zeitmafs um die Rotationsaxe 
lierumgefUlirt wird, so dafs ikre mittlere Lage mit der Lage der 
Rotationsaxe annahernd ubereinstimmt. Wir erkennen liieraus weiter, 

die Figurena$e dauernd in der Nahe de$ Impulses Ueibt, sich also 
aufriclitet 

Naturlich ist neben dem Reibungsxnomente 3ft (W) das Moment 
des Gregendruckes 90? (JB) zu berflcksicktigen; dieses kat eine korizontale 
Axe nnd giebt in der Tom reibungsfireien Falle her bekannten Weise 
indirekt zu der Pracesaion des Kreisels Anlafs, 

In erster Annakerung bleibt die Grrofse des Impulses verinoge der 
Reibungswirhing migeandert, da der Impuls-Endpunkt (rgL Fig. 93) 
annakernd senkreckt gegen die Figurenaxe und daker auck annakernd 
senkreclit gegen die Impulsrichtung fortsckreitet. Es ist aber klar ? 
dafs auf die Dauer der Impulff dennock gesckwackt werden mufe 
Derm einerseits wird bei der Hebirng der Figurenaxe Arbeit gegen 
die Schwerkraft geleistet, andrerseits geht an der "Unterlage dauernd 
Reibungsarbeit verloten, Diese Arbeiteverluste mussen aus der leben- 
digen Kraft des Kreisels gedeekt werden, also teils aus der lebendigen 
Kraft cler Schwerpunktsbewegung, teils aus derjenigen der Drekbewegung. 
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Die Sehwerpunktsgeschwradigkeit ist gleicb. r y tp' und.hat naeli den GL (2) 
und (6) die Grofse 






SoU clieselbe abnelimen, so mufs N abnehmen. Zu dem gleichen 
Resultat werden wir offenbar gefUhrt, wenn wir annelimen., dafs die 
Arbeitsverluste auf Kosten der lebendigen Kraft der Drehbewegung 
vor sich gehen. Denn der Hauptbestandteil dieser iebendigen Kraft 
ist wie bekannt N*/2C. Wahrend also der Eigenimpuls N in orster 
Nafwrung Constant UeiU } mw/'s er in mveiter Nah&wng langsam aJb- 



Die allmaHiche Vermiuderung von N bedingt aber welter, dafs 
sick die Pracessionsgeschwindigkeit ty' nach GL (2) bescbleunigt und 
ferner nacli GL (6), dafs sich der Radius des Sdiwerpunktskreises yer- 
ringeri Hieraus folgt nact (H. (7), dafs auch der Radius des vom 
Siutzpankte besckriebenea Kreises r abnekmen miifs^ der tlbrigens in 
geringerem Grade auci. durch das Aufrichten der Figurenaxe (Ver- 
klenieritag des Winkels #) verldeinert wird. Diese Ergebrdsse stimmen, 
wie man sieht ? mit den vorangesteliten Resultaten der Beobachtimg 
uberein. 

Wir fassen nnsere BekacMuEgen wie folgt zusamnaen: 1m FalleT) 
[ V > 'V oder besser V grofs gegea v~\ lauft der SckwerpunM avf einem 
Kr&ise, dessen Eaditts sich allmaidich verJdeinert, also genawr gesagt, 
auf dner sick vermc/emden Spirale, und %woir mit alnehmender Ge- 
schmndigMt Das GMcJie gilt von dem StMzywrikte P oder dem Halb- 
Tt^elmittelpwnlde 0. Die Pigurenaxe, die ursprunglieh unter dem Winkel 
0- windscMef an der wrUkc&en Mittdlinie des SchwerpunMsJcreises wrbei- 
geU, riehtet sich im Verlauf der Bewegung durch dm Mnftufs der Edlung 
immer mehr auf. 

Wir wollen in ahnlieher Weise den Pall 3) t? > V diskutieren. 
Hier ist die Gesckwindigkeit v fiir den Sinn des Gleitens mafsgebend; 
imter den VerhaHaussen unserer Fig. 94, wo v im Punkte P nach 
hinten gericttet ist, wird der Reibungswiderstand W nact yorn ge- 
rielitet sein. Halten wir an unserer Annahme fest, dafs der Sckwer- 
pirnkt sich nahezn gleicMornaig auf einem Kreise bewegt ? so miifs 
seine ZentripetalbescUetmiguiig wieder nact Rieh-tong und Grofse gleicb 
W/M sein. Die Zentripetalbesehleunigung mufs also in Fig. 94 ebenso 
wie W Hack Torn gerichtet seiu > d. h. 8 mufs sick auf dem binteren 
Halbbogen des Scltwerpunktekreises befinden. Der Schwerpurikt ettt 
jetet dem Stifapurikt im Sime der Bewegung etwas voraus. Die Figuren- 
axe geht abermaJs an der diirch den Mittelpunkfc des Sckwerpunkts- 
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kreises gelegten Vertikalen windscMef Yorbei Dagegen konnen wir 
nlcht mehr wie isn Falle I) behanpten, dafs IF nahezu senkrecht zur 

Fignrenaxe steht; es 1st des- 
haib in Fig. 94 die in die 
Horizontalebene projizierte 
Figurenaxe uicbt wie vorlier 
ais Tangente sondera als 
Sekante an den Seltwer- 
pnnktsfcreis gelegt. Fiir die 
Grofse des Sehwerpunkts- 
kreises gilt "wie Yorher die 
Formel (6). 

Es handelt sich. ferner 
ran den Einflisfs der Reibung 
auf die Drehbewegnng. Hier 
liegea die Verhaltnisse dem 
Sinne Bach umgekelirt wie 
im Falle 1). Da der Reibnngs- 
widerstand in miserer Figar 
nach Yorne gericMet 1st, 
giebt er iin Sctwerpunkte 




Kg. 94. 



ein Moment^ dessea repra- 
sentierender Vektor schrag 

nack unten verlauft, Der Impuls-EndpuBkt wird also durch die Reibungs- 
wirkung jetzt nack iinten abgelenkt. Der Impulsvektor und (bei Hinzu- 
e der tlberlegung von pag. 555) auck die Figurmaxe werden sick s&rihen. 
Um auch hier die ArbeitsYerbaltaisse zu beraeksiehtigen, bemerken 
dafs durch die Senkung der Figureaase Arbeit gewonnen, dafs da- 
gegen durcb. den Reibungswiderstand danemd Arbeit verbrancht wird. 
Wahrsclieialicli wird die letztere Arbeitsgrofse uberwiegen^ sodafs im 
Ganzen die lebeadige Eraffc und insbesondere der Eigeoimpuls weiter 
abnimmt. Wir saheB oben^ dafs hieratis eine Verkleinernng des Schwer- 
punktskreises und weiteriin eine Verkleinerung der Bahn des Stfltz- 
pnnktes folgen wtirde. Andrerseits wiirde die zunelimen.de ISTeigung der 
Figurenaxe bei imgeandert bleibender Scliwerpunktsbahn eine Ver- 
grofsernng der Bahn des Sttitzpnnktes bedingen. Welcher von beiden 
TTmstanden mebr Einflnfs auf die Grofse der Bain des Stutzptoaktes 
haben wird, lafst sieh allgemein nicht entscheiden. Thatsachlich be- 
obachtet man gegen Ende der Bewegung bei gescbwachtem Eigen- 
impuls N zuweilen eine Erweiterung ? zuweilen eine Verengenmg der 
Bahn des StUtzpnnktes. 
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Als kauptsacHIch.es Ergebnis dieser allerdings sehr nnsicheren 
Betrachtung 1st zu betonen: Die Mgurmaxe mu/s sick im Fatte 3) 
striken. Hierbei kann es nicht ansbleiben, dafs der Kreisei seHiefslieii 
mit seinen oberen Partien die XJnterlage beriilirt und nach einigen toa- 
regelmafsigen AtislaufsbewegimgeB mi Ruhe kommt 

Binsichtlieh des Grenzfalles 2) v = F wollen wir tins burz fassen. 
Dieser kamt sich nur Torfibergelieiid und ? da wir die den Pall defi- 
alerende Gleiclnmg als Bedingong sowoil far die Grofse wie fiir die 
Elchiung der Geschwindigkeiten v nnd F anffassen woHien ; BUT lonter 
besonderen Umstandea etastellen. Da in diesem Grenzfalle der Stutz- 
pimkt an der Unterlage tiberbaupt nicM gleitet ; so 1st die eyentuell 
TorkandeHe Beibimg als eine Eeibnng der Bulie (ygL 2) zu bezeicluieii. 
Man hat alsdana nach Coulomb W< (toMg, wo ^ dea Eeibnngskoeffi- 
zienten der Euhe bedentei Insbesondere 1st es moglicb, dafs die 
rakende Eeibiing gleicb Null wird, wenn namlick der Schwerpiuakt^ 
dessen BescMeuniguBg auch jetzt nacli Bichtung und Grofse ; gleich 
W/lf sein nwifs^ in Ruhe ist, wenn also der Schwerpmiktskreis siet 
auf einen Punkfc zusammengezogen hat. In diesem Falle ist es denk- 
bar ? dafs der Kreisei seme Pracession ansfuhrt, genau so wie auf einer 
idealen gkttea Ebene, die wir im Anhange zu Kapitel VI voraussetzten, 
dafs also die Figureaaxe weder sieigfc nocli fallt Eine solche Be- 
wegung koEBte sogar beliebig laBge andauern, wenn nicht aadere hier- 
bei aufeer Betracht gelassene Einfliisse (rollende Reibtmg ? Luftwider- 
stand) die Bedingungen des Falles 2) storeB umd den tlbergang KU dem 
PaE 3) bedingen wlirden. 

Die "UnterscheiduBg der vorangesteEten drei Falle V>v r V=*v, V<v 
habea wir einer Note von Archibald Smith*) entnommen, in welcher 
iiberdies namentlich der Einfiufs der besonderen Form des Aufkger- 
endes diskutiert wird. Urn unsere friikeren Reibungsbetrachtungen in 
diese Fallimterscheidong einzuordnen, bemerken wir ; dafs beim Kreisel 
mit festgehaltenem Pnnkte nattirlict t; = ist. Hier befinden wir 
uns also notwendig unter der Bedingtmg des Falles 1). Dementsprechend 
fanden wir frtiher, dafs Tenaoge der gleltenden Reibung die Figurenaxe 
des Kreisels mit festem Punkte sick allemal anfrichten mtsse. Eine 
Behandlung des vorliegendea Reibungsproblems findet sieh, soweit es 
die Drehung des Kreisels urn seinen Schwerpunkt angeht, aueh in dem 
bekaanten Buehe Ton Jellett**), jedoch mit dem Untersehiede, dafs 

*) Note on the theory of the spinning top. Cambridge Mathematical Journal 
YoL 1 (1846) pag. 47. 

**) Theorie der Eeibnng, detitscsh von Mroth und Schepp. Leip2sig 1890, 
Kapitel 8, pag. 198. 
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bier die Richtung des Gleitens allein nach der Geschwindigkeit V 
beurteilt and das Vorhandensein der Geschwindigkeit v ttbersehen wird, 
ladem also Jellet gewissermafsen die Geschwindigkeit v gleicli Null 
setzt, befindet er sich gleiehfalls unter der Bedingung des Falles 1) 
und zeigt dementspreehend dureh Reehnungen, die unserer obigen 
qualitative!! TJberlegung als Stutze dienen koniien, dafs die Figurenaxe 
sici. au&ichten mtisse. Nimmt man andrerseits an, dafs der Kreisel 
nact. imten hin in eine absohit scharfe konische Spiize auslauft ? so 
wird der Stiitzpunkt ein Punkt der FIgurenaxe, namlicli eben diese 
Spitze seinj alsdaxm ist bei reiner Rotation um die Pigarenaxe "F== 
ujad wir befinden uns stets im Falle 3). Infolgedessen wurde bei 
absoiut zugescharffcer Anflagestelle die Figurenaxe nnter alien Urn- 
standen dnreli die Reibnng gesenkfc werden. 

Die Mer gegebene Behandlung ist sowonl nach theoretischer wie 
nach experimenteller Seite nin reichlich nnvollstandig. So haben wir 
es nach tieoretiseher Seite (iberhaupt yermieden, die mit Reibungs- 
gliedern behafteten Dififerentialgleichungen der Bewegung aufzuschreiben, 
well wir uns bei der Unsicherlieit der physikalischen Grundlagen keinen 
der Milhe entsprechenden Nutzen fur das Verstandnis des wirklicli Be- 
obachteten aus eingehenderen analytischen Entwickelungen versprachen. 
Naei. experimenteUer Seite haben wir uns mit der Aufzeiclmutig der 
Bannkurve begntigi, welche der Untei t stutzungspunkt aiif der Unter- 
lage besehreibt, dagegen haben wir genauere Messungen liber die zu 
jeder Bahnkurve gehorige Impulsgrofse, fiber die Abhangigkeit der 
Beweguag von den Anfangsbedingungen, von der Form der Aoflage- 
flache ete. unterlassen mfiesen. Das letztere Yersaumnis scheint uns 
im vorliege&den Falle schwerer zu wiegen, wie das erstere^ wie wir 
denn allgernein wiederholentlich betonen mochten, dafs das Verstandnis 
der wirklichen Bewegungsvorgange, sofern dabei ReibungseinMsse 
vorherrschend sia,d r mindestens ebenso sehr durch Beobaehtung wie 
durch Reehnung zu fordern ist. 



Kapitel VIH. 

der Kreiseltteorie. 
Ateeknitt A. AstroBomische 



1. Die Pracession der Erdaxe, im Anschlufs an eine Idee von 

GranTs behandelt. 

Entsprecbend der dominierenden Stellung, welclie die astrono- 
nomischen Anwendungen in der alteren matbematiscben Litteratnr 
einnebmen, 1st das Problem der Rotationserselieinnngen des Erdkorpers 
yon hervorragendem Einflufs auf die Entwiekelung der Kreiseltheone 
iiberhaupt gewesen, wie sicli unter Anderem in der auch YOU uns tiber- 
nommenen Uomenclatur: regolare Praeession ; Nutation, Knotenlinie 
erweist. Fast die samtliclien Namen der matkematiselieii Klassiker, 
alien voran Newton, dann Etiler, d ? Alembert ; Laplace > Lagrange, 
Poisson, finden wir mit der GescMctte dieses Problems Yerknilpft. 

Die Theorie der astronomisclien Pracession ist selar einfacli, wenn 
man sieh auf eine erste Annaherang beselirankt, selir kompliziert, wenn 
man eine ersehopfende Behandlung anstrebi Der letztere Standpunkt 
wird in den Lebrbtichern der Astronomie *) eingenomiaen, auf den 
ersteren mtissen wir tins im wesentlicben stellen. Lediglich urn dem 
iddit-astronomiscben Leser einen Einbliek in die miilisaBien nnd be- 
wundernswert gritadlichen Mettoden der Astronomie zn Yerscliaffen 7 
wollen wir znm Scblnfs dieses Abschnittee einige Resultate der ge- 
naneren Tbeorie bersetzen, 

Die Seliwierigkelt wachst gana aufserordentlieh, wenn wir den 
Boden der abstrakten Dynamifc Yerlassen und den Erdkorper nicbt 
mehr als absolut starr anseben. Die Diskussionen ; die dann auibreten, 
sind hente nocb keineswegs abgesehlossen. Wir werden diese Dinge 
ffir den folgenden Abscbnitt au&paren nnd zunachst an der Annahme 
der StarrJmt festhalten. 



*) "Wir beziehexi nns im Folgenden auf Tisserand, Mecanique celeste, t. II, 
Chap. 2227. In 194, pag. 442 bericlitet Tisserand iiber die Gescbi elite des 
Problems nnd den Anteil der oben genannten Blsssiker an seiner Erfor&ckong, 



634 VIH. Abschnitt A. Astronomlsclae Anwendongen 

Die Method ? der wir uns bedienen werden^ ist einem YOU Granfs 
angegebenen Verfakren zur Bercchnung der s'akularen Storangen der 
Planetenbafanen naekgebildet. Sie bat den Vorstzg grofser Ansckaulick- 
keit und Heferfc die eiBseinen Besta-ndteile der Losnng .sekrittweise nacli 
der Reitienfolge ikrer Wicktigkeit. Auf das vorliegende Problem sekeint 
sie bisker niclit angewandt zu sein. Graufs selbst leitet seine Methode 
durck die Bemerkung ein ? dafs ^die Sakularraundeniiigen einer Planeten- 
bahn dureli die Storung eines anderen Planeten dieselben sind ? der 
storende Planet mag seine elliptiscbe Baku nacb Keplers Gesefeen 
wirklich. besekreiben, oder seine Masse naag auf den Umfang der 
Ellipse in dein Mafse verteilt angenommen werden^ dafs auf Stlicke 
der Ellipse ? die sonst in gleich. grofsen Zeiten besckrieben werden ? 
gleick grofse Anteile an der ganzen Masse kommen". 

Diesen Gedanken wollen wir Tins zu eigen macken und erweitern: 
Wir wollen nickt nnr die Masse des storenden, sondern spater ( 2) 
auck die des gestorten Korpers, wo dieses wlinsckenswert ist, langs 
seiner Bakn verteilen, die wir dann als starren Eing bekandeln ? nnd 
werden nickt nur die saknlaren, sondem auck ? bei Zugrandelegung einer 
anderen Massenyerteilnng ; die periodiscken Storungen ( 3) su finden 
lernen. 

So wie Gaufs seine Metkode auseinandergesetzt kat^ dient sie ssnr 
genauen Bestimmung der saknlaren Storungen (wenigstens derjenigen 
erster Ordntmg), Indem wir auf die von Graufs beabsicktigte Ge- 
nauigkeit Yerzickten^ werden wir sie dadurck yereinfaeken ? dafs wir 
zunaekst von der Excentricltat der Baka, d. k. kier der Sonnen- und 
Mondbakn abseken ; diese also als kreisformig voraussetzen. D^mit 
fallt aber zugleick die in dem Gaufsiscken Citat vorgesekane Ungleich- 
formigkeit der Massenverteilung fort ; welcke ja der ungleickfonnigen 
Bewegung auf der Ellipse entsprecken sollte^ und raackt einer gleich- 
formigen Verteilung auf der Kreisperipkerie Platz. 

Der wiehtigste Teil der Rotationsersehemungen der Erde ist die 
Pracessi'Onsbewegunff. Die kinematiscken Verkaltniese derselbcn sind 
uns im Groben sckon von friiker ker (pag. 50) bekannt: Die Ei*daxe 
bildet mit der Nonnalen zur EMiptik einen Winkel von 23y 2 (ge- 
nauer lurZeit 23 27' 10 /x welcke Zahl aber langsam um 3 veritaderlich 
ist) und dreht sick unter diesem Winkel um die besagte Normale m 
ca. 26000 Jahren einmal kerum. Zusammen mit der taglichen Um- 
drehung der Erde stellt diese Asenbewegung eine regulare Pracession 

*) Deteriaiisatio attraciionis etc., Ges. W. Bd. B, pag- 831 uisd 357, Es ist 
dies dieselTbe Abliandhmg, welcke die einzige direkte Mitteilung von Ganfs 
seine Tbeorie der elliptiechesi Integrale enthalt. 
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im friikeren Slnme dar u. zw. eine retrograde: Betrackten wir n&mlick 

den Yorgang von derjenigen Seite der Ekliptik ans, naek weleker der 

Nordpol der Erde hinweist, so findet 

die Brekiing der Erde nm ikre Figuren- 

axe entgegen dem Sinne des TJkrzeigers, 

die Dreknng der Erdaxe nm die Normals 

der Ekliptik im Sinne des Ukraeigers 

statt (s. die nebenstekende Figur; die 

drei Pfeile, welclie bez. der Figurenaxe 

der Erde F 9 der Normalen N Bud der 

Ebene E der EMiptik beigegeben sind ; 

dentea die Richtung der ErdrotatioB, der 

Pracession der Erdaxe und der schein- 

baren Sonneiibewegung an); der schioalc 

Poihodiekegel, dessen Grofse pag. 50 ermittelt wurde ? rollt im Innern des 

Herpolhodiekegels ab (vgl. Fig. 8 von pag. 52 sowie Fig. 100 a). 

Diese VeAaltBisse ebenso wie die Zahl 26000 sind der Beobacttung 
nattrlicli nicht direkt zaganglicli. Letztere bezieht sicli Tielmehr auf 
die Schnittpiinkte der Ekliptik mit der Aquatorebene, welche be- 
kanntlicli FriiKKngs- and Herbst-AquinoMialpwnkte (Tag- und Nacht- 
f/leicJien-Punkte) heifsen und deren Verbindnngsgerade die Knotenlinie K 
ist Aus der Pracessionsbewegung der Erdaxe folgt nun, dafs sich 
auck diese Punkte im Sinne des Uhrzeigers, d. b. entgegea dem Sinne 
der scheinbaren Sonnenbewegong nm die Normale der Ekliptik heram- 
bewegen und zwar, wie die Beobacbtung zeigt, in jedem Jahre nm den 
Betrag von ea. 50"* , Hierans berecbnet sich ruckwarts die angegebene 
nngefabre Periode von 26000 Jahren. Es ist namlict die Zeit eines 
vollen Umganges der Aquinoktialpunkte, also aueli die Zeit^ in der 
die Erdaxe die Formale der Ekliptik einmal nmkreist, gleich 

S=ca. 26000 Jabren. 

50 

Wir fragen nun ? wie weit diese Erscb.eia.ung durck die bisherjge 
Tteorie des scliweren symmetrischen Kreisels erklart werden kann. 
Dafs es sick um niclits anderes, als eine Wirkung der aUgemeinea 
Gravitation anf die ain Aqnator walstf6mj% aufgetriebene, rotierende 
Erdma&se kandelt, liat schon Newton*) erkannt und (Jamit einen. der 
wicktigsten nnd bewnndemswertesten Belege seiner Tkeorie gesckaffen. 

Da die ins Spiel konunenden Anzieknngskrafte nnr von der gegen- 
seitigen Lage der HimmelskSrper abkangen, dttrfen wir nns den Sckwer- 

*) Pbilosopliiae naturalis piincipia matlieiBLatJca. 1687. Tom. ffl, Prop* 
XXI, Theor. XVH. 
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punkt der Erde als fest und die iibrigen Himmelskorper relativ gegen 
die Erde bewegt denken. Von cliesen werden wir nur diejenlgen Korper 
zu berticksichtigen branchen, welche entweder dureh ihre fiberwiegende 
Grofse oder durch ihre geringe Entfernung YOB der Erde ausgezeichnet 
sindj d. k nur die Sonne und den Mond. Ziir vollstandigen Bebandhmg 
der Rotationsersckeinungen der Erde ware es erforderlick, die wechsdnde 
Grofse der Amiekungskraft infolge der weekselndea Entfernung beider 
Korper yon der Erde und die wechselnde Richtung der Kraft infolge 
des Fortschreitens der Korper auf ihren Baimea zu berticksichtigen. 
la dieser AUgerneinjheit werdea wir auf das Problem im dritten Para- 
grapken zuruckkommen. Wir werden uns dort das zeitlich. yeraiider- 
liche Potential der Sonnen- und Mondanzieliung V(f) in eine trigono- 
raetrisclie Reihe nacli der Zeit t entwickelt denken und die den einzelnen 
Perioden des Sonnenumlaufs, des Umlanfs der Mondknoten etc. ent- 
sprechenden periodisclten Grlieder fur sich betracliten. Das konstanto 
Grlied jener Reihe liefert im Besonderen die salmUre Mnwirkimg YOU 
Sonne und Mond auf die Erde ; welches als Polgeerscheinung die 
uns zuaachst interessierende Pracessionsbewegung der Erdaxe ergiebt. 
Indem wir an dieser Stella auf jene aUgemeinere Betrachtung nur hin- 
weisen, wollen wir uns nun des anschaulichen Gaufsiscken Verfahrens 
bedienen; welches gerade den in Frage kommenden sakularen Teil aus 
der gesamten Anziehungswirkung aussondert. 

Wir denken uns also die Masse von Sonne und Mond auf ihrcn 
relativen Bahnen gegen die Erde ausgebreitet, und zwar gleich- 
formig ausgebreitet, da wir diese Bahnen als Kreise voraussetzen 
wollten. Der Radius der Kreise entspricht dem mittleren Erd- 
abstand von Sonne und Mond. Wk haben auf diese Weise statt der 
wirklichen Sonnen- und Mondanziehung die Anziekung eines unendlich 
diinnen ^Sonnen- und Mondringes" von gleichformiger Dichte KU unter- 
suchen. Femer wollen wir furs Erste von der Neigung der Mondbahn 
gegen die Ekliptik ; welche bekanntlich ungefahr 5 betragt^ absehen 
und uns den Mo^dring in die Ebene des Sonnenrmges kineingedreht 
denken (s. Fig. 96, wo den firaglichen Riiigen die in der Astronomic 
ublieken Zeicken fiir Sonne , Mond C .d Erde J "beigegeben 
sind)* Auck uber die Besckaffenheit der Erde wollen wir vereinfackende 
Annahmen naacken. Wie verabredet setzen wir sie als stan* und 
anfserdem als Rotatianskorper um die Nord-Siidpol-Axe von den Trag- 
keitsmomenten und A versus, wobei wegen der Aufbauckung am 
Aquator C> A 1st. Fiir die Berecknung samtlieher Tragkeitswirkimgen 
koramt es nun auf die besondere Form der Erde in keiner Weise an; 
jeder andere Korper von denselben Tragkeitsmomenten C ; A, A an die 
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Stelle der Erde gesetzt ? wtirde gich hlnslciitlieli aller Tragheitswirkangeii 
bei der Rotation genau so Yerkaltea wie die Erde, Aber mehr als 
das: Wir belianptea^ dafs es auch. bei der Bereehnung der Anzielmiigs- 




Mg. 96. 

wirkungen yon Sonxie und Mond ledigliefa anf die Grofse der Tragheits- 
momesite ankomint, sofern wir tms mit einer gewissen Nahernng 
begniigeu, 

Znm Beweise denken wir nns das Amiehixagspoteiitial der wirklie!ien 
Erde auf einen aufreien, hinreichend entfemten Pimki P 9 z. B. einen Punkt 
des Sonnen- oder Mondriiiges tingesclirieben. Dasselbe hat die Form 

^5* - y wo m ein Massenelement der Erde ist nud die Summation 

sieh anf die ganze Erdmasse erstreckt. Hier wird man 1/r nach Po- 
tensen der Veriialtnissa X/r^, Y/r 09 Z/r Q entwiekeln^ ,wobei tmter 
IK YZ die Koordinaten des Massenelementes m Terstaiidea werden ? als 
Kdordinaten-Aiifangsp'aiikt der Mittelpnnkt (Sckwerpioikt) der Erde 
gedacht wird und r den Abst^ad des Punktes P Tom Erdmittelpunkte 
bedeufcet. Diese Reike konvergiert selir schnell, weil die geiianateii 
TerMltoisse in timerem Falle hochstens gleich dexn Vertaltids Brd- 
radins durch Radius der Mondbahn sind. Maa wird daher 7 wenn man 
keine grofse Genauigkeit anstrebt^ die Eeihe mit den Giiedem nied- 
rig&fcer Ordnung abbrecben diirteii. Die Glieder erster Ordnnng rer- 
schwindeii bei der Summation iiber die Erde ? falls man als Koordinaten- 
anfaajg den Sctwerpnnkt gewahlt hat. Die Glieder zweiter Ordntmg 
nach Ansflilining der Summation als Koeffizienten die Grofsen 
?,..*, d k die Tragheitsmomente und Tragkeitsprodukte 
(oder Centrifngalmomente) der Erde anf, Lafst man insbesondere die 
KoordiBatenaxen mit den Hanpttragheiteaxen zusammenJialJei3 ? so redn- 
ziert sich die ZaM der qimdratischeii Glieder anf drei imd ihre Xoeffi- 

, Kraifteibawegtmg. HI AoL d 
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zienten warden die drei Haupfctragheitsmomente. Damns folgt aber, 
dafs in erster Annaheruiig, <L h. bei Berucksiehtigung iedigiieh der 
GHIeder niedrigster Ordnungy ale Korper von gleicher Lage der Haupt- 
axen und gleicher Grofse der Haupttragheitsmomente sich aueh Mn- 
sichtlich der GravitatioiiswirkuiigeE gleich yerhalten inusseit Wir 
konnen also auch in dieser Hinsieht fur die Erde eineu beliebigen 
aiaderen Korper siibstituieren^ falls BUT das Tragheitsellipsoid desselben 
mit dem der Erde identiscli 1st 

FQr Tiele Zwecke 1st es ublieh. und nutzlick ? sich die Erde dumb 
ein ideales Eotationsellipsoid ersetzt zu denken. In unserem Falle ist 
aber eine andere WaM vorzuziehen: wir denken iins erne Yollkon|iaene ; 
bomogene Kugel ? welehe am Aqnator mit einem gleichformig mit 
Masse belegten Giirtel yerseben ist. Es sei a, das Tragheitsmoment 
der Ktigel far einen ihrer Durcbmesser und m die auf unserem Gurtel ? 
dem ^Erdringe^, ansgebreitete Masse. Wir baben es nun so einzuricbten, 
dais diese Kombination, Kugel und RiBg ? dieselben Haupttragheits- 
momente C und A. besitze ? wie die wirklicbe Erde^ uza in ibr einen 
fur unsere Zwecke volikommenen Ersatz der wirklicben Erde zu baben. 
Es ist aber das Tragheitsmoment des Binges um die ISTord-SM-Axe 
gleicb mM*y das um eine aquatoriaie Ajce gleicb y g mil*, unter JR den 
Erdradius yerstanden. MitMn baben wir zu bewirken,, dafs 



j mR* + a A 

wird; wir baben also n wablen: 

(1) m 

Weiter ist aus * Symmetrierticksicbten klar ? dafs die Kugel Tom 
Trfgbeitsmomente a bei der Berecbnung des Drebmomentes det an- 
ziebenden Wirkung von Somien- und Mondring nicbt in Frage kommt, 
dafe wir Tielinekr nur den Erdring zu bertieksiebtigen baben. Femer 
lebrt die mechaniscbe Anscbauung ofane Weiteres, dafs Sonnen- und 
Mondring in gleicher Weise bestrebt sein wrden ; den Erdring in die 
Ebene der EMiptik bineinzudrehen. Die betr. Drelikraft hat die 
Knotenlinie zur Axe und wirkt^ yon derjenigen Seite der Knotenlinie 
gesehen, welche den Frthlings-Tag- und Naehtgleiehen-Punkt tragt ; 
um diese Axe entgegen dem Sinne des Uhrzeigers^ gerade so wie die 
Schwerkraft bei einem symmetrachen Kreisel, dessen Schwerpunkt 
unter dem Sttitzpunkte liegt Wir wtosehen die fibofse dieser Dreh- 
kraft zu berechnen. 
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Sei m die Masse, r t der Eadius des Sonnenringes und ^ ein in 
der EMiptik etwa von der Knotenlinie ans gezakiter Winkel, weleker 
die einzelnen Punkte des Soroaenringes untersckeidet (s. Pig. 96). Die 
analoge Bedeukmg mogen m 2; r 2 , ^ 2 flir den Mondring kaben. Endlick 
siad dieseltem Grofsen fiir den um den Erdaquator hemmgelegten 
JErdring: m (s. oben) ? jR (Erdradius) und 9? (ein in der Aqnatorebene 
von der Knotenlinie ans gesahlter Winkel). 

Der Winkel zwiscken Erdring und Ekliptik teifse -0* (= 23% ca.). 
Wir legen recktwinklige Koordiiiaten X, y, zu Grunde ? indem wir die 
#-Riclitimg mit der Normalen der Ekliptik, die &-Rieh.tnBg mit der 
Knotenlinie zusammenfallen lassen; dann wird fiir den Sonnen- nnd 
Mondring: 

$! *= r l cos ^, y l = r t sin^ t? ^ = 0, 

^ 3 = r 2 cos ^ 2? y == r 2 sin^ 2? ^ = 0, 
wahrend wir fiir den Erdring kafcen: 

x = JR cos 9, ^ == ^ sin g? cos ^, ^ = JfZ sin 9 sin ^. 
Um das Anziehungspotential des Sonnenringes auf den Erdring zn 
bilden, berecknen wir 



eog & } 



1 ?? 

entwiekeln nack Potenzen der Meinen Grofse . indem wir 

r . . r i 

atir die Griieder bis zur zweiten Potenz incl. kinsckreiben: 



Dieser Ausdruck ist nack ^! uad g? ? d. k. tber den Sonnen- und Erd- 

ring zu integrieren. Dabei wird 



I sd^ = 0, I &dil>i = s(cos 2 9 + sin 2 9? 

/"/' 

Das gesiickte Potential lantet daker, unter f die GrayitatioBskonstante 
yerstanden: 



41* 



640 YHI. Abschnitt A. Astronoiniache Anwendungen, 

Dasselbe kangt, wie wir seken, nnr von dem Winkel ^ ab; also wirkt 
die Anzietmng nur auf eine Anderung des Winkels &, d* h auf eine 
Drekting nm die Knotenlinie kin, wie wir sciion oben erkannten. Die 
Grofse dieser Drekkraft 1st dabei in erster Annakenmg, d. k bei der 

7? 

sckon vorker geaannten VernackBssigung der kokeren Potenzen Ton : 

/^\ dV-i 3 j.m.mE 2 ' . - ^ 

(2) ^- = - T f-!~ sm^ cos^, 

Endlicli drucken wir die Masse m des Erdringes dnrch. die Traglieits- 
momente C and A des Erdkorpers aus (s. GL (1)) nnd erhalten: 



Ebenso ergiebt sicli das vom Mondringe terrulirende Drehmoment zu 

00 



Die genannte Drehkraft ist daher gleich der Summe dieser beiden 

Ausdriicke, d, it. gleicla 

P cos ^ sin # ; 

wenn zur Abkiirznug 

(3) P -- 



gesetxt wird. Wir liaben somifc im yorliegenden Falle fiir die aufsere 
Drelikraft eiaen ganz aknlicten Wert (P sin^ eos-O', P<0) gefunden^ 
wie friiter betm sehweren symmetrisclieji Exeisel, dessea Schwerpunkt 
iinterlialb des Stiitxpioaktes lag (Psia^ ? P<0). 

Wir machen tins nun Har^ da/s unter dem Einftufs diesev Dreh- 
ftraft die regulare Procession alinlich wie friiher eine moglicfie Be- 
tvegungsform darstellt. Gleichzeitig merken wir an ? dafs sie ebeaso- 
wenig wie friilier ? die allgemeinste mogliete Bewegungsform giebt 
(Die Frage, ob es sieli bei der Erde um die besondere regulare Pra- 
cession oder wn die allgemeine ps&udoreffulare Pracession handelt ; bildet 
den eigentlieten Gfegenstand des folgenden geophysikalisclien Abscknittes. 
Indem wir den Leser auf diesen verweisen^ werden wir im gegen- 
wsirtigen Abschnitt die Bewegung der Erde und ebenso die des Mond- 
ringes als regulare Pracession bekandeln.) Dabei sttitzen wir nns am 
einfechsten auf das d'Alembertsdie Prinzip (Kap. Ill, 4), naeh 
welchem bei jeder moglieken oder w nattirliclien" Bewegting des Kreisels 
die Tragheitswirkung der anfseren Drekkraft dauernd das Gleickgewickt 
kali Die Tragkeitswirknng des symmeteiseken Kreisels bei der regn- 
laren Pracession wnrde pag. 175 an 
(4) K^ - Cpv sin^ - (C 
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gefunden; dieses Moment faatte die Knotenlrnie zur Axe ? ebenso wia 
im Torliegenden Falle die anfsere Drebkraft P sin 1 cos IK Das besagte 
Erinzip verlangt also: 
(5) JC+Psia-frcosfr--*). 

In (Heiclmng (4) bedeutet v die Pracessionsgescbwiiidigkeit, d. k. 
die Winkelgesebwindigkeit, mit der sich. die Erdaxe nm die Normale 
der Ekliptik drebt; ft ist die Winkelgesebwindigkeit der Erde bei 
ikrer taglicben Umdreliiiiig, gemessen YOU der Eaotenlinie aus. Als 
Unbekamite haben wir die Grroise v &niiseliezt Uasere Gleickung 
liefert ftir dieselbe zwei Werte (wie fruber bei der Pracessionsbewegung 
des symmetriscben Kreisels^ pag. 178); da P (s. u.) seiur kleiu ist, wird 
der eine dieser Werte ebenfaUs sehr klein, der andere yon der Grrofsen- 
ordnnng von ^. In nnserem Falle kommt nur der erstere Wert ftLr 
die Pracessionsgeschwindigkeit in Betracbt ? da die Beobacbtnngen un- 
zweideutig zeigen, dafs v erbeblicb kleiner als p ist. Gleicbzieitig be- 
recbtigt uns eben diese Kleinlieit des Verh'aLtnisses v : ^ in Gleicbung (4) 
das zweite Glied gegen das erste zn yemacblassigen nnd Gleiebmig (5) 
einfacber folgendermafsen zu scbreiben: 
(50 C^v Pcosfr. 

Hierans ergiebt sich als tteoretiscber Wert fur v: 

3 fG 



Die rechte Seite lafst sicb fur die mimeriscte Recbnung bequemer 
gestalten, wenn wir sie mit Hiilfe des dritten EeplerscbeB Gresetzes nm- 
formen* Der praciseste Ausdruck desselben ist bekanntlicb die Grleicbioig 



bier bedeuten m und m die beiden Massen des Zweikorperproblems, 
a die balbe grofse Axe der Keplerseben Ellipse, T die TJmlaufszeit. 
Wenn wir von der Excentrizitat abseben, wird a mit dem mittleren 
Abstande r identiscb. Ftir die Bewegung der Erde um die Sonne er- 
giebt sieb bierans, da die Masse der Erde gegen die der Sonne ohne 
Weiteres vernachlassigt werden darf : 

m ^=@r)' 

und fur die Bewegung des Mondes nm die Erde 



Gleichung (6) schreibt sieb daranfkin folgendermafsen: 

f\ Q O ""~"~ 9- f 1 , Wttt 1 \ y> 

/< __ ^ r^'V* I _.. I , - __*__, , , ______ 1 /*f\Q JST 

v uyz i f -j- f i UOB -tr. 
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Ans dieser Formel wollen wir nnn einige nmnerische Sctliisse ziehen. 
Zunaehsfc 181st sich der von der Sonne hemihrende Bestandteil der 
Pracession (i>.|) nut dem von dem Monde herriihrenden (v 2 ) vergleichen. 
Wir haben namlicli ersichtlich. 



m 2 

Hier ist T 8 : T t das Verhaltnis des (siderischen) Mondtonlaufs zum 

(siderischen) Jakre ? <L L nngefahr gleich 27 1 / s :365 1 / 4 . Mr das Ver- 
haltnis der Erdmasse znr Mondmasse werden wir den Wert 82 zu Grunde 
legen. Infolge dessen ergiebt sich 

-J. = 0,47 oder ^ - 2,18. 

Der Bdtrag des Mondes #ur Pracessionserscheinung ist also wegen seiner 
geringen Entfernung trotz seiner genngen Masse melw als doppelt so gfofs, 

wie der der Sonne. 

Bereehnen wir nnn die beiden Bestandteile einzeln. Wir haben 

( g ) v i=- 

Es ist aber p f die Winkelgeschwindigkeit der Erdnmdrehung ? gleich 

2yt dividiert durch die Lange des Sterntages*)^ also pT gleich 

2tt multipliziert mit der Anzahl der Stemtage, die auf ein Jahr 
kommen. Diese Anzahl ist bekanntlich um 1 grofser wie die Anzahl 
der Sonnentage. Somit wird fiTj ~ 2 366y 4 . (Das negative 
Zeichen rtihrt daher ? dafs die Drehnng der Erde entgegen dem Sinne 

des Uhrzeigers stattfindet) Wir mtissen ferner den Wert von ~ 
kennen. Indem wir uns eines gewissen Zirkels schuldig machen (s. 4), 
wollen wir dafdr den Wert ^^ acceptieren. Nehmen wir als Zeit- 

300 * 

einheit das Jahr an ? so ergiebt sich schliefslich, in Bogenseknnden 

ansgedruckt: 

fa\ Q- cos 23,5 ___ 



*) Diese Aiigab 1st Bicht gitnz genan. Ba namlicii die Winkelgeschwindig- 
keit p ebenso wie der Enlersche Winkel g?, deseen zeitliclier Differentialquotient 
sie ist, von der Kiiotenlinie aus zu messen ist imd diese sicli, eben wegen. der 
Pr&eession, entgegen dem Sinne der Erdrotation verschiebt, so wird p in Wirk- 
lichkeit eirwas grfifser angfallen. Die obige Aagabe bezieht sich eigentlich anf 
die wakre Umdreinuigsgescliwindigkeit r, die drftte Komponente des Drehungs- 
vektore (j? t g, r). Da abei: r 9' -f- coaft <$', da ferner 9'*= p,, $ =* v ist, so 
wird die Diflkrena jswieciien r und p gleich v cos -8* t welche G-rdfse wegen der 
JGeinlieit von v fe tmsere Zwecke nicht in Betracht kommt. 
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Die Knotmlinie drefit sick also wegen der Sonnemmiehung (dlein im 
Laufe et'nes Jdhres wm 16" vorwarts. 
Femer ergiebt sick nadb. GL (8) 

v , = 2,13 - 18" - 34". 

der Mondamiekung (Mdn dreht sick also die Ewterilinie 
wdhrmd eimes Jdhres um 34". Der Cresav^fbebfag der Procession ist 



(10) ^ + v, - 50". 

Soviel uber die ErMamng nnd die ungefSkre GrofsenbestimmuBg 
der Pracession. Ztun Vergleich. mit Spaterem woEea wir noct die 

Bewegung der Erdaxe dnrcb. Angabe der Eulerschen Winkel ^ und 0- 
besckreiben. Dem bisterigen Grade der Annaherung entspriekt die 
folgende Darstellirag: 

I ^ ^ -f 50" t, 

1^ = 23 27' 7"; 

die 6-roIse ^ bleibt Merin toibestiinmtj sie hangt dayon ab ? YOU 

welctem Punkte der Ekliptik wir den Winkel # messen woEen* 

2. Dr Eiiokgang dor Mondkmotm, Erste Erweiterioag dr 
Oaufsisolien Matliods, 

Die Mondbahn fallt bekanntlich nicht genau mit der Ebene der 
Ekliptik jzusammen, wie wir bister annakmen^ sondern bildet mit ihr 
einen Winkel Ton ca. 5 (genauer gesagt einen Winkel^ der zwischen 
50 7 und 5 Q 18" schwankt). Hire Sclmitt^mkte mit dieser Ebene sind 
die Mondknoten, die Verbindungslinie derselben heifst die Knotmlinie 
des Mondes. Diese Enotenlinie ftikrt nun unter dem Einflufe der 
Sonnenanziehung eine, im Sinne der Mondbew^gung gereelinet^ rfiek- 
lanfige Bewegung aus; sie dreht sich ton die JSTormaJe der Ekliptik 
ebenso wie die Kmotenlinie der Erde im Sinne des Ufarzeigers^ aber 
mit erheblicii grofsserer Gescliwindigkeit^ namlicli in ca. 18 2 / g Jakren 
einnaal um. 

Wir konnen auch diese Knotenbewegung in Zusammenhang mit 
der Ereiseltheorie bringen nnd konnen ikren zahleEmafsigen Wort Ton 
da ans bestimmen. Allerdings miissen wir dabei wesentliclie Puakte 
ans der Tlieorie des Mondes als bekannt yoraussetzen. Wir miissen 
namlicli von vornierein wissen, dafs die Ton der Sonne ierrorgerufene 
hanptsacHiche Stoning der Mondbakn in einer Bewegung ikrer Boioten 
bei Unvemnderlichkeit ikrer Neigiing gegen die Ekliptik bestehi Wir 
niiissen ferner wissen ; dais die (bekanntlick zieinlick grofse) Excen- 
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trizitat der Moadbabn, YOU der wir im Folgenden notgedrimgen ab- 
seben warden, die Grofse der Knote&bewegung nieht erbeblieb beeia- 
flufst, so dafs die Knotenbewegnng ein^rseits und die Yon der Exeen- 
tnzitat berriifarenden Storungen der Mondbabn andrerseits for sieh 
berecb.net werden konnen. In naserer Betraebtung feblt also, matbe- 
matiscb gesproebten, der Existenzbeweis for die Mondknotenbewegimgr 
was wir ans der Kreiseltbeorie entnebmen konnen, 1st lediglieh die Be- 
recbnuiig der Grofse dieser Bewegung unter Voraussetaung ihrer Exlstenz. 

Wir jhalten im Folgeaden an trnserer frUberen Vorstellung eiiies 
Sonaen- und Moadringes fest^ die wir ras beide als starr tuid ireis- 
formig denken. Der YOU UBS konstrnierfee ?? Erdring <<: ? dessert Anziehung 
wir nacbtragKeh gleicbfals beriicMcbtigen werden, ist von zu geringer 
Masse^ ton fiir unsere jetzigen Zweeke merHieii in Betracbt 2U kommeii, 
so dafs wir ttus ztmachst aof die anziebende Wirkmig des Sonnenringes 
bescbrmken werdeiL Entsprecbend der Bewegnng des Mondes utn die 
Erde denken wir mas den Mondring mit der betr. Uinlaufsgesebwindigkeit 
als starres Gauzes kontinnierlicb in sicb Yerscboben, Wir babea dann 
das folgende einfaelie Problem der Kreiseltbeorie Yor tins: Der in Rota- 
tion befwdliche Mondring steM unter dem Einflufs der Anziehung des 
Sownewrmges, die ifan in die l?bem der Eldiptik Mneinzuziehen sucht; 
er tesehr&ibt imter d&m Einflufs derselben um die NormcHe der EJdiptiJc 
eine regi^Hre Procession; welches ist seine Pracessionsffescfiwindigkeit? 

Bei dieser Fommlierung sind wir in der Anwendung der 6-anfsiscben 
Methode liber Ga.nJ5 selbst einen Schritt Mnansgegaagen. Wabretid 
namlicb Grants nnr die Masse des siorenden (des anziebenden) Eorpers 
anf seiner Babn Yerteilt, haben wir ancb die Masse des gestorten (des 
angezogenen) Korpers dnreh eine auf dessen Baku ansgebreitete fcon- 
tiniderliebe Massenbelegnng ersetzt. Wabrend es aberbei der anziebenden 
Masse ; dem Sonneuringe, gleicigiiltig ist, ob wir uns dieselbe in Be- 
wegung oder in Biahe denken, ist es bei der angezogenen Masse, dem 
Mondringe ; wesentlioh^ dafs wir seine Bewegung (in Gestalt einer Ver- 
schiebung des Binges in sicb) berucksiebtigen. Dean diese Bewegung 
ist es gerade ? die nacb den Grrnndsatzen der Kreiseitbeorie die Mond- 
babn in den Staad setzt ; ibre Feigong gegen die Ekliptik gegenHber 
dem Yon dem Sbnaenringe ausgeubten Drebmomente an bebanpten. 

Wir bilden znnachst das Anziebnngspoteniial des Sonnenringes 
anf den Mondring nnd leiten darans die nm die Knotenlinie des Mond- 
ringes wirkende Drahkraft ab, Sie lautefc nach Gleicbnng (2) des 
vorigen 



^i t A ^ 
- f ~*--r- sm *. cos & 
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in der That brauchen wir nnr die auf den Brdring sich beziehenden 
Grofsen m y & und R in der genannten Gleieiiung durei. die auf den 
Mondring bezugliclien m 2 , &% = 5 und / 2 zu ersetzen. Sckreiben wir 
hierfur P g sin^ cos^, so wird mit Eiicksiclit auf Grl. (7) des vorigen 
Paragraphen: 

3^ s ^ 



wo jetzt C 2 = W2 3 r 3 2 das Triigkeitsmoment des Mondringes ion seine 
Figurenaxe bezeicknet. 

Eine inogliche Pracessionsbewegong des Mondringes Ton laager 
Periode wird wieder Mureichend genan durcli die Gleictrang (5') des 
vorigen Paragrapten definiert ; welche wir, imter N die uabekannte 
PracessioBSgesdiwIndigkeit^ unter M die Drehgeschwindigkeit des Mond- 
ringes verstanden, so zu sclireiben liaben: 

(3) 

sie ergiebt 

(4) 



Nun bedeutet M die Winkelgeschwindigkeit des Mondringes in 
Bezug aiif seine Knoten; sie 1st gleich, deqenigen Wiakelgescliwindigkeit^ 
mit welcher, yon der Erde axis gesehen, der Mond in seiner Balm, gegen 
die Mondknoten fortsckreifcet. Die betr. Umlanfszeit heifst die drako- 
nitigche ? sie ist gleieh 27^2 Tagen*). MitMn wird 

n 365,25 

- 



Netmen wir wieder alg Zeiteinheit das Jahr ? so wird in Gfradmafs 
ansgedruckt 



Dies ware die Anzahl Gr^de^ welcte die Mondbioten in einem Jahre 

zuriicklegeii; die voile Uznlanfszeit der Mondknoten wiirde daher 

betragen: 

(6) ^ 18 Jaire. 

Der oben angegebene Wert war 18% Jahre oder genaner 6793 Tage; 
dem entsprieht als genanerer Wert von N der Betrag 19y s a . Der 



*) "Ober die BeslefciHig dieser Winkelgeschwindigkeit snr wakren oder side- 
risciien Winkelgesckwindigkeit des Mondes ist dasselbe zu sagen, wie oben 
Bber die Beziehung zwisehen ft mid r. Bezeicbnen wir die siderische Winkel- 
geschwindigkelt (d, h. die Grdfae 2 dividiert dnrcli den BideriBclien Monat) 
wli JB, so gilt wieder E = M + N cos 5. 
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UfiterseMed kann uns bel der Rokkeit unserer Vorstellung vom Mond- 
tinge, bei der wir YOU der Exeentrizitat der Mondbakn absaken ? nickt 
wonder nelmien. 

Wir wollen nock ergikizungsweise den Einflufs der Erdangiehung 
auf die Bewegung der Mondknoten, wenigstens in grober Annakerung^ 
bestimmen. Es ist klar. dafs die Erde nur insofern die Ebene der 
Mondbakn storen kann., als sie YOU der Kugelgestalt abweickt, dafs 
also bei der im Yorigen Paragraphen besprockenen Zeriegung der Erde 
in eine ;; ErdkngeF nnd einen , ; Erdring" nur der ErdriBg YOU der 
Masse m (Gl. (1) daselbst) 211 berucksichtigen ist. Dieser Erdring m 
sucht nun ebenso wie der Sonnenring den Mondring in seine Ebene 
hineizLzadreheH; also kier in die Ebene des Erdaquators. Wir schliefsen 
wie oben ? dafs "onter dem Einflufs dieses Dretmomentes und Yermoge 
der eigenen Umdreliungsgescliwindigkeit des Mondringes die regulare 
Pracession um die Normale der genannten Ebene ; also hier um die 
Nord- Slid- Axe der Erde ; eine moglicke Bewegungsform des Mond- 
ringes sei, wobei wir YO& der im Yorigen Paragrapken tmtersnckten 
Eigenbewegung der Erdaxe abseken. Wir wollen die Pracessionsge- 
sckwindigkeit und die Zeitdauer dieser Pracession bestimmen. Indem wir 
finden, was aus der geringen Masse des Erdringes Yorkerzuseken war ; 
dafs diese Pracessionsgesckwindigkeit sekr klein, die Pracessionsdauer 
also sekr lang wird ? Yerglicken mit der entspreckenden Gesekwindigkeit 
und Zeitdauer bei der durck die Sonne kervorgerufenen Mondknoten- 
bewegung ; zeigt sick, dafs durck die Einwirkung der Erde die Mond- 
knotenbewegung nur in geringer Weise und in sakularer Form ab- 
geandert wird und dafs wir bei der Yorkergekenden Berecknung der- 
selben die Erdanziekung Yernacklassigen durften. Die Art dieser (sekr 
geringfugigen) Abanderung bestekt dabei nickt in einer einfacken Be- 
sckleunigung oder Verzogerang der durck die Sonne bewirkten Knoten- 
bewegung ? sondern sie verandert auck die Neigung der Mondbakn 
gegen die Ekliptik^ da wie bemerkt die von der Erde bewirkte Pra- 
cessionsbewegung um eine andere Axe erfblgt, wie die durch die Sonne 
bewirkte. 

Das Drehmoment des Erdringes auf den Mondring kangt Yon dem 
Winkel der Neigung des Mondringes gegen die Aqiiatorebene der Erde 
ab. Dieser Winkel weckselt wegen der durck die Some bewirkten 
Enotenbewegung und sckwankt in 18% Jakren um 5. Es ist am 
einfaeksten und liegt am nacksten, jenen JSTeigungswinkel durck seinen 
Mittelwert zu ersetzen, d. k. durck den Winkel # = 23,5, unter dem 
die Aquatorebene der Erde gegen 4ie EHiptik geneigt ist. Indem wir 
dieses tkun, seken wir also wie im ersten Paragrapken von der ISTeigung 



2. Der Exickgang der Mondknoten. 647 

der Mondbakn gegen die Ekliptik ab, denken uns yielmekr den Mond- 
ring in die Ekliptik kineingedrekt 

Das Drekmome&t der Erdanziekraig anf den Mondring komaen 
wir nun dixekt aus der Grl. (2") des vorigen Paragrapken entnekmen. 
Die dortige Formel bedeutete das Drekmoment, welckes der in die 
Ekliptik kineingedrekte Mondring anf den Erdring ausiibte. Gerade 
so grofs ist aber das jetzt in Frage sfcekende Drekraoment. Setzen 
wir dasseibe gleick P 2 ' sin $ cos *, so wird naoh. der genannten 
Gleichnng: 



Wir vergleiclien das Produkt P/ cos ^ mit dem Prodnkte P 2 cos ^ 2? 
nnter P 2 den in Grl. (2) dieses Paragraphexi angegebenen Wert er- 
standen. E"ach GH. (3) dieses Paragraphen Yerhalt sieh namlich die- 
jenige Winkelgescliwindigkeit, mit der die Mondknoten nm die Nord- 
Siid-Axe der Erde infolge der Anzielmng des Erdringes tonlaufea 
wurden ; zu derjenigen Greschwindigkeit, mit der sie infolge der Sonnen- 
anziehung in der Ekliptik umlanfen, wie P s ' cos 0- zn P 2 cos ^ 2 . 
Nennen wir die beiden Grescliwiiidigkeiten N' bez., wie ob0n, N, so 
baben wir 

* = 

N 

Nach dem dritten Keplerscken Gesetz; (Grl. (7) nad (T) ans 1) dtirfen 

wir satzen 

r t * m T 



und erlialten daher: 

O ^L C 



Hier werde noch im ZaHer des Ansdmeks ein Naherangswert for C 
eii^esetzt; sehen wir namlich die Erde vorubergebend als eine Kugel 

Ton gleickKrmiger Diclite an, so dtrfen wir nach. einer bekaamten 

2 
Formel M R* annekmen^ so dafis sick sckliefslick ergiebt: 



. 

N "" 5 G M+ w 2 

Die samtlicken Faktoren dieses Ansdrueks sind bekannte Zahlen. Es 
ist a. B. das Verkaltais J?/r 2 gleick ca. 1/60, wakrend das Verkaltnis. 
MjM + *% kinreickend genau gleick 1 genommen werden kann. Mit 
Benntznng der sekon frdker angegebenen sonstigen Zaklenwerte er- 

giebt sick 

N' 4 1 1 * B65,25 s cos 
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Ble Gregehwindigkeit N' ist also aufserordentlich klein gegen die $e- 
schwindigkeit N. Umgekehrt Ist die zsu N' gehcrige Praeessionsdauer 
attlserordenttich grofs gegen die Periode der Mondknotenbewegung in 
der Ekliptik, welclie 18% Jahre betragt. Jene Praeessionsdauer wtirde 
namlieh sein: 

H!^l^ 156000 Jahren. 
1,2 

Die Grofse dieser Zahl zeigt unxnittelbar, dafs unserer Betraehtung 
nur die Bedeutung einer AbscMt#ung } nicht die einer euverlassigen 
Bereeknung zukomint BenB "eiiaerseits andern sich walirend des ge- 
nannten Zeitraumes die Elemente der Mondbahn in bedeutendem und 
niclit yorlierziibestiiniaeiideiii Mafse^ "wahrend sie in unserer Recbiirang 
als konstant angenommeii wmrden. Andrerseits tind namentlicli andert 
sich in jenem Zeitraume die Lage des Brdringes im Eanme wegen 
der Knotenbewegting der Erde v6Uig ? wakrend wir doch in unserer 
Redlining die Stelliuag des Erdringes und das ron ihm ausgeubte Dreli- 
moraent als unTeranderlicli Toraussetzen mufsten. Diese Voraussetzung 
ist uur for einen Zeitranm ralassig, der klein ist gegen die Praeessions- 
dauer (26 000 Jalire) der Erdknoten ? dagegen yollig toihaltbar fur den 
tier gefundenen Zeitratim, der sich. sogar grofser als 26000 Jalire er- 
geben hat. 

Trotzdem wird durcb. die vorstehende Reclinung soviel bewiesen 
als wir erganzungsweise zu beweisen wunscbten: dafs namlich. die Ton 
dem Erdringe bewirkte Mondknotenbewegung zu vernacUassigen und 
dafs lediglich die Sonnenanzieliung als mafsgebender Paktor hierbei m 
berfieksiclitigen ist. 

3. Bie astronomisehe Kutation. der Brdaxe.* Verallgemeinening 
der Graufsisclieii Methode anf periodisclie Storungon. 

ladem wir uns zu der yon Bradley 1747 entdeckten Nutation 
der jErdagce wenden, betonen wir vorab, dafs diese ;; astronomische" 
Nutation mit der frdker als Nutation der Kreiselaxe bezeichneten Be- 
wegimg in Mnetischer Hinsictt niciits gemein hat Die Nutation der 
ailgemeinen Kreiseltheorie (vgl. besonders Eap. V, 2) rtilirt daher, 
dafs der Anfangszustand der Bewegung im Ailgemeinen nicht genau 
auf die regnlare Pracession abgepafst ist und dafs demeatsprechejid 
selbst beim Fehlen aller au&eren Eraffce die Figurenaxe im Bauiae im 
Ailgemeinen einen Kegel besckreibt Die astronoiniscte Nutation da- 
gegen hat ihren Urspning darin^ dafs auf die sich drehende Erde 
periodiseh reranderliche Eraffce einwirken > welche naturlich eine in 
gleichem Zeitmafs erfolgende periodische Bewegung der Brdaxe be- 
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dingen, Indem wir an eine in der gesamten Meehanik ebenso wicltige 
wie bekannte Unterseheidung anknilpfen, kdnuen wir kurz so sagen: 
Die friihere Nutation war eine freie, die jetzige ist erne erxwungene 
Schwingmg. 

Die Ainlickkeit beider Bewegungfen ? welche die gleiciie WaH der 
BezeiekriTing rechtfertigen moge, ist yielmekr HUT Mnematischer Natur. 
In beiden Fallen, handelt es sick um eine gegen die Periode der Pra- 
eession sehr kurze Sehwingung. Die Periode der freien Nutation in 
der allgemeinen Kreiseltheorie betragt %nA/N) die der Pracession 
2*JV/P (s, z. B. pag. 305 ; GL (13) nnd (15)), das Tertaltnis beider 
Perioden ist daher die oft gemmate Grofse AP/N 2 , die wir in der 
Eegel als Heine ZaH (z. B. < 1/100) voranssetzen durften. Andrer- 
seits rtikrt die astronomisclie Nutation YOU der Bewegung der Mond- 
knoten ber ; hat daher wie diese die Periode yon 18% Jakren; die 
Periode der Pracession der Erdaxe wurde zn 26000 Jahren berechnet; 
das Verlialtnis beider Perioden ist daker auci. hier sehr klein, sogar 
< 1/1000. 

Um die Theorie der astronoraischea Nutation an nnsere bis- 
herigen Betracht-Tingen ansehliefsen za konnen ; miissen wir ztmaclist 
unsere yon Gaufs iibernommene Metkode abermals earweitern. In ihrer 
iirgprlinglicien Form dient diese Mettode nnr znr Berechnung der 
sdkularen Sttrwtffen. Wir werden aber seken, dafs sie bei geringer 
Modifikation auck die periodischen liefern wird. 

Formulieren wir zunachst das Problem der Erdrotation in aU- 
gemeinster Weise. Da liaben wir anf der einen Seite die Erde ; auf 
der anderen Seite Sonne und Mond, die ihxe als bekaunt anausehenden 
relativen Baknen tim die Erde besehreiben uijd dementsprecliend wecli- 
aelnde Anziehungen ausiiben. Die Gesamtheit der AnzieluingswirkuBgen 
fiudet man am einfachsten ans dem Amiehungspotential durct Ableitang 
desselben nacli den. Koordinaten. Das Potential wird dabei, wie immer 
bei Storungsatt%aben, aus den relativen Lagen der fragliehen Korper unter 
vorlaufiger Absehung von den im Veplaufe der Reeknung sdbsi $u ftndenden 
Storungen bereeiinet Da die Storungen Bich. in der Begel im Yerkaltjiis 
zur Hauptbewegimg als kleim ergeben, wird Merdurch nnr ein Heiiier 
FeUer entstelien. WoEte man dagegen die gestorte Bewegung selbsfj 
bei der Bearedbanng des Anzielmnggpotentials zu Grande legen^ so 
wtirde man neben den sog. Storimgen erster Ordanng, auf die wir im 
folgenden allein abxielen, zugleieh aucii die ?; Stonmgen xweiter Ord- 
nm^* ermitteln. Aucli wenn man die ietzteren zu kennen wiiiisciitey 
wurde sich iminer ein sckrittweises Yorgehen iiad eine yorlaufige Be- 
sckrinknng anf die Storungen erster Ordnung empfeUen. In unserem 
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Falle liaben wir u&ter der ungestorten Bewegting der Erde ihre gleieh- 
mafslge Rotation iim die gegen die Ekliptik geneigte Figorenaxe zu 
verstehen. 

Dieses Potential Y der Sonnen- und Mondanziehung anf die Erde 
wird man nun natnrgemafs in niclit-periodisclie nnd periodische Be- 
standteile spalten. Die periodischeii Bestandteile der Sonnenanziefaung 
V werden zur Periode das Jahr, die der Mondanziehung F 2 teils den 
Monai, teils den Umlauf der Knoten etc. haben. Die karmoniscfie 
Analyse liefert eiii allgemeines methodisclies Mittel, nm diese Bestaiid- 
teile von einander zu sondern. Bekanntlicli findet man die Koeffi- 
zienten der trigonometrisclien Reilie in der Form bestimmter Inte- 

grale. So ist der unp&riodiscl&e Teil von V t gleich ~jrlVi()dt f 
erstreckt fiber die Zeit eines vollen Sonnennmlanfs. Diese Formel 
lafst siet aber deuten als Potential der in geeigneter Weise mit Masse 
belegten relatwen Sonnenbakn. Es sei dm das Massenelement ; welches 

xJ n 

wir auf dem mit der Gesciwindigkeit ^~ durcHanfenen Bahnelemente 
ds anbriBgen. Da das Potential V^f) der gaiizen Sonnemnasse m t 
entspriclit^ wird das Potential des genannten Massenelementes gleich 
Fj^) 1 sein nnd das gesamte Potential der mit Masse Tersehenen 

Wl c 

SonnenbaMi I V t (f)dm r Damit Bbereinstimmnng herrsclit zwischen 

*^i t/ 
diesem Potential und dem genannten Koeffizienten der trigonometri- 

Entwickelnng ; mufs die Massenverteilung so eingerichtet werden ? 

anf jedes Element der Bahn das Massenelement 

(1) dm=^ 

kommt. Die gesamte auf der Baku aufgetragene Masse ist Memaeli 
genan die gesamte Sonnenmasse m^ Wir haben damit genaii den 
ursprungliclieii Granfsiselien Ansatz. Wird Hberdies die Balm ais 
kneisformigj die Gresehwindigkeit also als gleicMormig vorausgesetzt ; 
so ist die Massenverteikmg eine gleicliformige. Dies war unser Staud- 
piinkt bei der obigen Behandlting der Pracession, welche in der That 
von dem konstanten oder diarchschnittlichen Teile der Sonnen- and 
Mondanziehnng herrahrt. 

Betractten wir mtm die perwdisehen Teile. Indem wir wieder auf 
die Sonne argnmentieren, sei T t /n die betr. Periode, uater n eiue 
gauze Zahl verstanden. Die Koeffizienten der beiden Terme von dieser 
Periode in der trigonometrisehen Entwiekelnng sind: 

(2) 
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Wir fassen sie wieder auf als Anziekung der mit Masse belegten 
Sonnenbakn, wobei aber jetzt auf das Baknelement ds die Masse 

m if sin 2st-7p-<W kommt, unter nnd dt die Zeit resp. das Zeit 
interval! verstanden ? zu der resp. in deni das Element ds von der 
Sojme durcklaufen wird. Die gesamte zur Verteilung kommende Masse 
ist jetzt Null, da wir neben positiver auck gleich. viel ^negative" Masse 
yerwenden miissen. Die Dichte ist, selbst bei kreisformiger Gestalt 
der Bake, nicht gleichiormig soBdem tarmonisek variabel. Die nacla- 
stekenden sclaematisclieii Figaren mogea diese YerMltnisse im Falle 
n = nnd n = 2 Teranscbauliclieii. 





Kg. 97. 

Die betr. auf den Erdkorper wirtenden periodisclieii Drehkraffce er- 
gebea sicb. aus den bereckaeten trigonometrigcb.en Koeffizienten durch 
Ableitung nacli den raumlichen Koordinaten und Multiplication mit 

c^ ~" ~f~ " *^ e wer ^ en Storungen der Erdaxe von derselben Periode 
TJn biervorrufen. Auf die Berecbnung deiselben gehen wir bier nicht 
ein; sie kann nach dem Muster der waiter unten fur die astronomische 
Nutation zu gebenden Entwickelungen erfolgen. Praktiscli kommt von 
eolclien Storungen nur diejenige in Betracht, welelie die Periode T t /2 
bat, sowie die entsprechende von der Mondanziehung herrukrende 
Storung von der Periode 'T%/2. Auek bei diesen Gliedem iibersteigt die 
Amplitude der Schwankung nur an einer Stelle den Betrag 1" (s. die 
Foraieln am ScHusse des nachsten Paragraphen), Die AmplitudeB der 
Ibrigen Glieder von den Parioden T t , TJS, , T 2 , T 2 /3, - - sind so 
klein, dafs sie selbst fiir die Bedurfnisse der astronomisclien Genauig- 
keit vercliwinden. 

Anders diejenigen Storungen, welebe die Periode des Umlaufs der 
Mondknoten besitzen. 

Seken wir zunackst zu, wie sick bei iknen unaere Metkode 
gestaltet. 

So wie wir oben durck gleichzeitige Inbetxa<3ktnahjne saintUcker 
von Sonne und Mond durcklaufenen Orter ikrer Baknen den Sonn^a- 
und Mondring erzeugten, so werden wir jetzt, ausgekend von dem 
gegen die Ekliptik geneigten Mondring, indem wir uns die samtlicken 
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Orier Torstellen^ die er bei seiner Pracessionsbewegung einnimmt, eine 
7J Moiidriiigflaclie^ erhalten. Diese dnreh Rotation des Mondringes urn 
die Normale der Ekliptik entsteliende Mondringflaelie ist ersichtlich. 
eine doppelt uberdeeMe*) Kugekone Torn Radius r g und der Hohe 
2r 3 sin 5. Die beiden folgenden Figuren deufcen die Hassenverteilung 
in den Fallen n = land n = 1 an ; mit der wir uiuere Mondring- 
flaehe ansrastatten haben. Es moge dabei ausdrucklicli hervorgelioben 
werden, dafs die Absicht bei der Emfiihrnng uaserer Mondringflaclie 
nnd der Verzeichnung der folgenden Figuren keine andere ist wie die- 
jenige, die das (jaufsische Verfabren tiberhaupt yerfolgt: den Sinn der 
Eechnungen an einem geometrisclien Substrat zu veranschauliehen: die 
HeckaimgeiL selbst werden dadurck im Grunde 3iicb.t vereinfackt^ scndem 
sind genau identiseb mit denjenigen ? die wir anch bei rein analytiscbem 
Vorgeben auszufuhren baben wtrden. 





a) Im Fatte n (sakulare Stoning) ist die Massenyerteiluag 
so zu wahlen ? dafs auf jedes Element der Mondringflaclie eiae Mssse 
d$i koniint, die naeh Analogie mit Gi (1) gleich ist dem Produkt aus 
der Masse des dies Element fiberstrebhencien Elementes -der MondriBg- 
flache in das Verhaltrds dt/T, d. h, ia das Vertaltms der Bauer des 
tjberstreicliens zn der gaasen Periode der Mondknoten. Wir 



*) Wir denkea THIS die Sjogelzoae do^psl^ *berdeekti cL h. aus 

) die langs; ihres oberea nnd toiteren Kandes zusamnisniiEiigea, well jede 
Stelle der Kngelaone TOE dem rotierenden MondriBga zwrimal libersiaieljsii wlrd r 
einmal van dem in Fig. $9 geseicJuieten vorderen, das andere Mai von dem in 
dieser Figur jiicht angedentetem hintet^u Ealbbogen. Am einfaeheten wird die 
Vorstellnng, wenm wir, der Eugelssona eine gewisse KOrperliclikeit 2uschril)eBet t 
die &uisere Ober^ache derselben als die sine, die ianere Oberfiache als die andere 
Scliale anfiasseB Had featsetzen, dafs der Mondring in jeder seiner Lagen am 
oberen bez. unteren Eade der Kugehone von der emeu auf die andere Schale 
nberiaitfe. Damit stelit die Wabl unserer Koordinatea , f$ im Einklauge: wean 
wir im Folgeuden a mid von bis 2ss integrieren, so tibersiareiehen wk damit 
jede SteEe der Kugelzone doppelt, also jede der beiden Schalen einmal; der 
emeu Scnale entspracben dabei die Werte der Koordinaten i 
, der anderen Scnale die Werte + 
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in der Ebene des Mondringes einen Winkel & messen ? indein wir etwa 
die Enotenlinie des Mondes OM (vgl. Fig. 99) als a rechnen; 
jeder Piaakt P des MoBdringes ist dann durch den Centriwinkel 
== Jf OP charakterisiert Andrerseits wollen wir den Winkel, den 
die Mondknotenliaie OJf gegen eines wiUkurliclien fesien Anfangs- 
strahl OJ. in der EMiptifc bildet, mit j3 beseicknen; ^ sei der Wintd, 
den die Knotenlinie der Erde mil demselben Sia-alii OA bildet. Die 
Winkel cc, stellen dann scMefwinMige spMrische Koordinat^n 




Fig. 



unserer Kugelzone dar ; durch welcke die Lage eines jeden Punktes 
der Kugelflaclie fixiert werden kann tmd dnrcli welche die Kngel- 
zone in parallelogrammatisclie Elemente eingeteilt wird. Die auf ein 
solches Element entfallende Masse d$i ist nun gleieliznsetzen der Masse 
des Mondringelementes, welches zu dem Winkel da geliori ? namlicli 
m%dct/23t} multipliziert in das oben genanate Verimltnis dt/F, welches 
bei gleichformigeia TJmlanf der Mondknatsen gleich. ist d{$/2&$ man 
hat also 

(3) dp*---%rd*dp. 

Die gesfimte zur Verteilung kommende Masse 7 die sioh ans dp durch 
Integration naeh und j3 je zwisehen Ttnd 2x ^iebt ? ist natHrlieh 
gleich der Masse des Mondringes m^. 

Die Dichte der Verteilnng, d. h. die Masse pro Flacheneinlieit der 
^[ondringfliehe (znsamsien ftr beide Sehalen gerechnet) ist ? wie man 
aus der geneigten Lage des Mondringes leieht yersteht, nicht gleich- 
formig angeordnet, sondern hanft sich an den Eandern der Mondring- 
flaehe (for sr/2) toindlieh axu Langs der Breitenkreise ist da- 
gegen die Dichte konstant. In. Fig. 98 a wnrde yersneht, diese Ver- 
dnrch die Stasrke der Sdsuraffiernng aaKndeuten, 

b) Im F(Me n 1 (periodische Stoning) ist die anf der Mondring- 
zn supponierende Massenverteilnng aueh Bags dex Breitenkreise 



Slein-Scmiaerfeld, 



, IILAufi. 
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nicht gleictformig, sondern harmonisch variabeL Es tritt nainlich 
(ygl. die Formein (2) ftr die Koeffizienten der trigonometrischen Reihe) 
zu der Torher bestimmten Masse der Paktor 2 cos ft bez. 2 sin ft hwm.. 
Mithin wird jetzt 

(4) *P-&%P***e. 

Die gesamte zur Verteilung kominende Masse, die wieder durch Inte- 
gration von dp nach cc und zwischen und 2?r gewonnen wird., 
1st jetzt gleieh Null. 

Auch jetzt hauft sich. die Dichte, die wir als algebraische Summe 
der auf die Hacteneinlieit beider Sctalea entfalieBden Masse bereclinen, 
Bach den Eandern bin an und ist in benacKbarten Oktanten der Kugel- 
zone entgegengesetzt gleieh. In Fig. 98 b wnrden diese Yerhaltnisse 
teils durcli die Starke der Schraffiening^ toils durch. Beiftgnng der 
Vorzeiclien angedeutet. 

Naelidem somit die Figuren 98 erlantert sind, bilden wir uns 
aus den gefondenen Massenbelegungen die zugehorigen Potentiale; 
und zwar soil das der Belegnng (3) entsprechende Potential U } die 
den Belegungen (4) entsprectenden Potentiale W A und w$ lieifsen (w zu 
cos^, w% zu sinjS gehorig). Diese Potentiale sind niciits anderes als 
die ersten Koef&zienten in der nach der Mondknotenperiode fortschrei- 
tenden Entwickelung des vom Monde auf die Erde ausgeiibten An- 
ziehungspotentiales F 2 (^); letzteres druckt sich namlich durch U^w^jW^ 
sowie die Mondknotengeschwindigkeit N folg^ndermafsen aus: 



wofur wir auch abkiirzend schreiben: 

W+ -, W^ w l eosN^-f w g sinNl 



Das konstante Qlied U gehort also zu dem Werte n = des Stellen- 
zeigers der Entwickelung^ das zeiilicli yeranderliche Glied W fafst die 
beiden zu dem Werte n = 1 des Stellenzeigers gehorigen Terrae der 
Entwickelung znsammen. 

Aus dem Werte von U konnen wir nichts wesentlich Neues er- 
fakren, Yielmehr mussen wir auf den schon im ersten Paragraphen 
berechneten Anteil des MoBdes an der Pracessionsbewegung der Erde 
zuriickfaUen. Wir fahren diese Eechnung nur deshalb nochmals durch ? 
um uns zu uberzeugen, dafs die friiher yernachlassigte Neigung der 
Mondbahn gegen die Ekliptik die Pracessionserscheinung nur unwesenir 
lich beeinflufst. Aus dem Werte Ton W dagegen wird sich die Er- 
Marung und Vorausberechnung der astronomischen Nutation ergeben. 
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a) Der Fall n ~ 0. Das Potential eines Elementes d^ der Mond- 
ringfl*acb.e auf ein Element dm des Erdringes ist, unter f die Gravi- 
tationskonstante verstanden, fd^idm/r^ daher wird das Potential der 
ganxen Mondringflacte auf den Erdring: 

ff\ TT ** I j dp dwi 

\ J 'iff 

Sind x 5 y, bez. # 2 , y 2? ^ die Koordinaten eines Pnnktes des Erd- 
ringes bez. des Mondringes, so setzen wir wie fruiter 

3?==_Rcos<p, y ~ It sin 9? cos &, z = It sin 9? sin -IK 
Pallt ferner die Mondknotenlinie gerade mit der Erdknotenlinie zu- 
sammen^ so konnon wir ; bezogen auf das gleiche Koordinatensystem ; 
sekreiben: 

^2 ** r 2 GOS a ? % === r g S ^ I3L a cos ^7 % ==S! r s ^ ^ sin 5. 
Diese Koordinaten entspreclien der besonderen Lage $ ===== $ des Mond- 
ringes (vgl. Fig. 99 j. Bei beliebigem /3 bleibt der Wert von % der 
angegebene 7 die Koordinaten # 2? ^ g aber entstehen aus den vorstekenden 
nach der Begel der Koordinatentransformation ? wobei als Drehwinkel 
der Winkel ft ty eingelit Es wird namlieh aEgemeingiiltig: 

x 2 r 2 (cos a cos Q3 #) sin a cos 5 sin Q5 t^)) , 
y s=s y (cos a sin ^ ^) -f- sin a cos 5 cos (ft $/)) 

^2 ~ ^2 S ^ 3aL a S ^ CL &' 

Wir berecimen nns hiernach 
worin s bedeutet: 



cos 9 (cos cc cos ($ $) sin a cos 5 sin (j3 ^)) 
h sia^p cos-^^osa sin(j3 ^) + since cos 5 cos($ 
fc + sin g? sin ^ sin a sin 5. 

Dwelt Entwickeltmg nacli Potenzen von r 

T r & \ r s 2 r 8 a 2 r 2 * 

Wir integrieren diesen Aiisdruck nact c?^ und rfm ? indem mr rfft 
aus (3) entnehmeii nnd dm gleicix ^~ d<p einsetzsen. Znnaelist wird 

fsdq> = 0; femer lief em von den GHiedern auf der reohten Seite von 
(7) das erste und dritte Beitrage mi tinserem Potential, die von den 

42* 
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die Lage des Erdringes bestinimenden Winkeln <$- nnd $ frel siad. 
Da wir spater das Potential nack diesen Winkeln zu differenzieren 
kaben werden, fallen aiick diese Glieder kerans, Wir sekreiben dalier 
die ersten drei Glieder ebenso wie die kokeren Glieder der Entwickelung 
nickt Mn nnd setzen: 



Man reckaet aon leicM aus ? dafs 
JdaJdpJ*d<p sr s { (1 + cos 2 ^) (1 + cos 2 5) + 2 sin 2 # sin 2 5 } . 

Mithin wird, wenn wir Boch for die Masse des Erdringes iLren Wert 
aus Grl. (1) YOU 1 einfiiliren: 

1 + cos 2 5) + 2 sin 2 # sin 2 5 } . 



Das zngeltorige Drelnaoment auf den Erdring wird nun durcli Diffe- 
rentiation nach. & gefanden und laatet: 



- - f 



+ cos 2 5-2sin 2 5} 



-. S in 2 5osin# 



Dieser Wert lafst sick unmittelbar mit dem im ersten Paragrapten 
Grl. (2") fiir dasselbe Drekmoment abgeleiteten Werte vergleicken. Er 
unterscteidet sick von jenem, wie man siekt, nur durck Hinzutreten 

des Faktors 



Ftr die ntoneriscke Recknung spielt dieser TJntersckied aber keine Rolle ; 
sofem wir wie im ersten Paragrapken nnr die ganzen Sekimden der 
jahrlieken Pracession anangeben wtinscken. Deskalb wurde die weitere 
Bekandlnng genau so wie dort 2ju erfolgen kaben nnd wir konnen al!e 
fir^keren Besultate aack mit EScksickt auf die Keigung der Mondbakn 
als kinreiekend genau bestitigen. 

b) Der Fall n = 1. Auck kier geken wir von der Formel (5) aua^ 
wobei wir aber jetzt unter dp die durck (4) definierten Massenyer- 
teilnngen yersteken Bnd die iknen entspreckenden Potenfciale ? wie verab- 
redet, w l tmd w% nennen. fan ist wie oben gleick ^ dtp, fur ~ ist die 
Entwickelnng (7) einzutrapn. Indem wir wieder diejenigen Glieder 
unterdrticken ? die bei der Integration nack 9 oder bei der spateren 
Differentiation nack <- nnd fy yersckwinden, sckreiben wir: 



w^ 
w 
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Fiihren wir zunaehst die Integration nach a und tp aus, so erhalten 
wir aus (6): 



j* 



d ad <p$*^x?{ cos 2 (ft #) + cos 2 5 sin 2 (ft ~~ ib) + cos 2 sin 2 ( |3 #) 

+ (eosfr cos 5 cos((5 ^) + sin* sin5) 2 } ; 

multiplizieren wir dieses mit cos/} oder sin ft und integrieren nach ft, 
so fallen alle diejenigen Terme fort, welche naci. Aiaflosnng Ton 
0* ~ ^0 T0n ^B^wwier Dnnension in ^ sind, Als einziger niciit- 



8hi 



Yerseliwindender Term bleibt iibrig 



/ 



2% 3 sin * cos * sin 5 cos 5 

iai 

Mittin wixd: 



Damit 1st das Potential der Mondringflaelie fiir die beiden durch 
Fig. 98 b schematise!! dargesteEten Massenbelegangen oder 7 wie wir aucli 
sagen konnen, diejenigen beiden Koeffizienten der feigonometrisclien 
Entwickelnng gefunden^ welche zu Gliedern von der vollen Periode des 
Mondknoten-TJmlaufs gehoren. Die Snmme dieser 6rlieder ? welcke nach 
Verabredung W heifseB sollte ? wird nun 

(8) TT-- 



Wir formen diesen Ansdruck ein wenig nm ; indem wir einerseite die 
Definition von m (&L (1) von 1)> andrerseits das dritte Keplerscfae 
Gesetz (6rL (T) von 1) berucksicMgen und erhalten: 

(9) TT-~ 2 ^C- 



dem Potential W leiten wir nnnmehr die Drehmomente ab^ die 
auf den Erdring wirken. Da W sowohl von ^ wie von ^ abhingt, 
erlialten wir ein Drelimoment ? welctes mn die Epaotenlinie der Erde 
wirkt, durck Differentiation nach. 0*, ein anderes, welches tun die 
Noimale der Ekliptik wirkt, duroh Differeatiation nach ^. Bs ergiebt 
sich namlich 



sin 5* 
(10) -- 



Wir sehen nns nun vor das folgeade Kreiselproblem gestdlt: Die 
Erde steht iwter dem Mnftufs der ebm gmannim Ifrehmnnewte; wdches 
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isi ikre jBewegung? Natirrlieh haben wir bei der weiteren Bebandlung 
dieses Problems iiielit- mekr, wie bei der Bereebnirag des Anziebungs- 
potentiales, YOU dem Erdring allein, sondern TOIL dem gesamten Erd- 
korper zu bandeliL 

Das hiermit defmierte Kreiselproblem unterscteidet sicb YOU alien 
frulieren Fragen in zweifacber Hinsicbt: einerseits ist zu dem Dret- 
monient inn die Kaotenlinie, welches aucb im Falle des gewobnlichcn 
scbweren Kreisels Torlag^ ein solcbes inn die ^Vertikale^' (bier die 
Normale zur Ekliptik) binzmgetreten. Audrerseits siad beide Dreb- 
momenfee nicbt nur mit der Lage des Kreisels sondem aacb mit der 
Zeit Yeranderlich. Das Zeitmafs dieser Veranderlicbkeit bestimmt 
offenbar aueb das Zeitmafs, in welcbem die Erde jejien Drebmomenten 
folgt. Wakrend also bei der in der allgemeinea Ereiseltbeorie unter- 
sncbten freien Nutation die Sebwingungsperiode dnrcb Massenverteilung 
imd BewegUBgszustand des Kreisels selbst bedingt war ; ist die Periode 
der jetzt zu bespreebenden erwDtongenwi Nutation durcb den Wechsel 
der aufseren Eiafte vorgeschrieben nnd stimrnt in xmserem Falle mit 
der Periode der Mondknotenbewegimg iiberein. 

Im Allgemeinea kann man sagen ; dais das Problem der erzwungenen 
Sebwiiigungen, wenn man von besonderen Vorkommnissen (Reso- 
nanz etc.) absieht ; ein einfacberes ist wie das der freien Sebwingungen, 
eben desbalb weil die Periode der Sckwingungen nicbt erst aus der 
Natur des sebwingenden Systems erseblossen zn werden branebt, 
sondern Yon Yornberein bekannt ist, Wenn das Problem in tinserem 
Falle etwas kompliziert anssieht ? so liegt dies nur an dem zusammen- 
gesetzten Chaa*akter der wirkenden Krafte. tjbrigens ist der Weg, den 
wir einsebl^en werden, YorbildQ&eb fur die Bebandlnng jeder Art er- 
zwnngener Sehwingungen, falls dieselben binreicbend klein ausfallen. 
Den erzwnngenen Sckwingnngen konnen sicb aflemal noet fireie 
Scbwingnngen uberlagern^ woven wir indessen im vorliegenden Falle 
abseben diirfen, da wir auf die Mogliclikeit solcber freier Sebwingungen 
im naebsten Abschnitt ausfiilirlicb zu sprechen kommen. 

Matbematisci. gesprocben bedentet das Zuriiokstellen der freien 
ScKwingnngea, dafs wir nns mit einem $artikulcw*en Integral des Yor- 
gelegten Bewegungsproblems begniigen wollen ; namMob mit demjenigen 
Integral, welebes rein periodiscl. im Zeitmafe des Kraftweehsels Yer- 
anderlicli ist nnd eben desbalb die erzwungene Sdtwingung beifst. 
Das aMgemeiw Integral entstebt bieratis dnrcb Hinznftignng der all- 
gemeinsten freien Scbwingung, d. IL deijen^en allgemeinen Lostuag, 
welcba dem ki^ftefreien Falle entepricbt^ nnd zwar ia Strenge ; wenn 
das Problem dwell Hneare DifferentialgleiciinngeEL f^tgel^t ist^ mit 
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emem gewissen Grade der Aimakerangy wenn ; wie im Torliegendea 
Falle, die Differentialgleiekimgea des Problems mater VernacMassignng 
kleiner Grofsen anf lineare Gfieiekungen zuruckgelulirt werden konsien. 
Bei der Berecknung der erzwungenen Sekwingungen des Erdkorpers 
warden wir uns der LagrangescJien GleicJiungen in den Koordinatm 
&, ty, 9 bedienen. Auf der reekten Seite dieser (jleiekuxigen stehen 
die Kompoaenten der anfseren Bkaft nacla jenen Koordinaten ; d. h. in 
imsereni Falle: 

9W SW 



Der Ausdmck der lebendigen Kraft heilst bekanatlicli 



T - (&* + sin 2 ^^ 2 ) + (y' + cos 



nnd liefert: 



A sin* COB<O^ /S ~ (7(9>'+ eos^^ 7 ) rinft^, ~ - - 0, 



= [0] _ JLa-', - - [V] = J. sia s ^V + G eos#<y+ cos 



cos 



Die Lagrangescken GleicliuiigeB. lauten nun: 

OTTT 



" A BWi& COS^^ /2 + C(^+ COS 

jj. (A sin 2 ^^' + cos ft 19'+ COB ft*')) 

wakreiid die dritte Grleiclnmg liefert: [0] = const Da [<J>] = <7r isf^ 
wo r die Umdrehungsgescliwiiidigkeit der Erde um ihre Figurenaxe 
mid 2jr/r die Daner des Steratages 1st, so wird anck r konstant und 
mitMn die Lange des Stemtages dnrch die in Rede steliendeii Mond- 
stomngen niclit beeinflufst. 

Wir fiikren die Winkelgescliwindigkeit r = g>' + cos ft *' in die 
vorstehenden Gleictungen ein und sckreiben dieselben einf acker : 

A sinft cosft^' 2 + sin ft r*' 



Jetzt berUcksiehtigen wir ; dafs die Winkelanderungen *' und ft' er- 
fakrungsgemafs anfserordentlich viel langsamer erfolgen "and eine aufser- 
ordentKck viel Heinere Amplitude haben 7 wie die Umdrelmng r> dafs 
daher r sekr grofs sein wird gegen op' und ft'. Dementspreeliond werden 
wir alle Glieder linkerhandj welcke nickt r ab Fafctor besitzen^ streichen 
und <Jie vorigen Gleickungen folgendermafsen yereinfaeken: 
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- , 



Seteen wir reeHterfmad die Werte aus (10) ein ; so ergiebt sick: 

K eos 
cos5 



Hier konnen wir abermals eine Vereinfaclxting eiatreteiL lassen, indeni 
wir anf der reeiiteii Seite die in erster Naherung gefondenen We*te 
for ^ und ^ (a &L (11) aus 1), namlieh ^ - f + 50"* = ^ + vt, 
=~2%*2TT f ^& eiBirageiL Die Integration nacli t lafst sich dann 
leictt ansfiilireii iind liefert: 

J. sin 6 cos 5 

- - 

^ ^ a cos 5 



J^ diesen G-Mclmngen isi die fheoretisetie Darstellung der astronomisehen 
Notation gewoni%ew<. Wie wir seh&n ist sowoH der Winkel ^ wie der 
Winkel t> einer harmonischen Schwankung nnterworfen^ derea Periode 
mit der der Mondkaoten 2x/N zusammeiifallt. (Wir konnen namlich 
die Wiakelgesctwittdigkeit v der Erdknoten gegen die der Mondknoten 
N otne Weiteres vemacidassigeiL) Um die mtmeriscken Werte der 
Aiaplitadea zu fiHden ; welclie be2f. a uad & heifsen mogen, bereclmen 
wir zunaebst: 






Femer wird, wegen der friiter angBgebeneH Werte, wenn wir das Jakr 
als Zeiteinkeit 



M % 9 A 1 

= 82, ^<^^ = 



also die Amplitude von &, in Sekunden ausgedruckt: 

360 - 60 - 60 



$05 2^ "~~ * ' 

Hieraus folgt 

fe 1,9 . a 17^. 

Am BOtmmelsgewoIbe beschreibt die Erdaxe biemach eine kleine Ellipse^ 
die aach ihrem Entdecker die Bradleysche Ellipse heifst. Die grofse 
Axe deraelben betragt a 9,21"; sie ist nach dem Pole der Ekiiptik 
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kingericktet. Die Heine Axe wird, wie eine elementargeometrische 
Cfberlegung zeigt, b am& 6,86". 

Wir wollen scbliefsliek die am Schlusse des ersten Paragrapken 
gegebene Darstellung der Erdaxenbewegnng (GL (11) von pag, 643) 
duren Hinzufftgung von Nntationsgliedern vervollsttkidigen. Sie lautefc 
alsdann: 

-* + 50" + I?" si 



4. Scblufsbemerktingeia zum Problem der Pracession -and Nutation. 
Die Bestimmung der Mondmasse nnd der Elliptizitat dor Erde. 

Mit den bisherigen Korrektrtouen ist aber die Saehe noch lange 
nicht abgethan. Zunachst fcaun man den Einflnfs der Mondinoten- 
bewegung weiter yerfolgen und (jlieder von der Periode ~ ? ~j^ etc. 
berecknen. Die ersteren werden in der Praxis wirMicn beriicksielitigt ? 
obgleicn itre Amplituden nur den zelmten bez. funften Teil einer Sekunde 
betragen. Sodann aber w*are die Excentrizitat der Sonnen- nnd nament- 
lieh die der Mondbakn nnd deren Apsidenbewegung zu beriicksichtigen^ 
durch welche nicnt nnr die periodiscben Glieder, sondern auet der saku- 
lare Pracessionsterm beeiniinfst wird* Die Meraus resultierende Korrek- 
tion der Pracessionsgeschwindigkeit betragt abennals weniger als 1". 

Ferner wollen wir bier nochmals -auf die oben besproehenen aber 
nicht dnrcligereclineten Einfiiisse hinweisen, welcne Ton der wectseladen 
Stellung von Sonne and Mond in ihrer Bahn herrakren nnd welche 
zur Periode einen aliquoten Teil des Sonnen- oder Mondnmlaufs naben. 

Endlien ist 2u bedenken 7 dafs alle Elemente 7 welcbe in unsere 
Beckanngen eingeken^ sakularen Anderungen nnterworfen sind^ so die 
Exzentrizitat der Erdbakn, die Lage der Ekliptik am ^ixstem- 
kimmel etc., Anderungen, welcke man tiblicker Weise in eine nack 
Potenxen von t fortsckreitende Reike entwickelt. Hieraus folgt ins- 
besondere^ dafe auck die Praeessionsgesckwindigkeit nickt einfack der 
Zeit proportional ist, soiidem ikrerseits dmrek eine Potenzreike in t 
dargestellt wirA Allerdings ist echon der Koeffizient von f in dieser 
Eeike aufserst klein ? ca. 10~ 4 -1"; trotzdem genugt sein VorkandenseiB, 
urn Resultate, welcke sicb auf eiue langere Reike von Jakren bezieten 
nnd nnr ans dem ersten Grliede (vf) gezogen sind, wie z. B. die am 
Anfimg dieses Abseknittes" gegebeue Bereckmmg der Periode von 
26 000 Jakren, einigerm^fsen illnsorisck ersckeinen zu lassen. 

Bei Beriieksicktigung dieser versekiedenen Einfl^sse werden die 
FormeliL fiir die Bewegung der Erdaxe wesentiick komplizierter. Die 
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Pracession wird nietit mehr erne gleicMormige, sondern wegen der 
zuletzt genannten Veiitaltnisse eiiie etwas bescbleunigte oder Terzogerte 
sein. Aufserdem wird sicli der bislier besprocbenen hauptsadalicheii 
Nutation eine Eeilie sekundarer Nutationen, z. B. eine Nutation YOU 
der haiben Periode der Mondknoten, Ton der halben Periode des 
Sonnen- und Mondnmganges etc. tiberlagern. Um ein Bild YOU den 
so entstebenden Formeln zu geben, setzen wir als Gegenstuck zu den 
Nabernngsforiaeln Yom ScHusse des Yorigen Paragrapheii die folgende 
vollstandigere Beschreibung der Erdaxenbewegung her. Dieselbe ist ; 
mit Abanderiing der Bezeichmmgen dem Werfce YOU Tisserand*) 
entnommen; der Ursprtmg und die Bedentang der einzelaen Terme 
wird naeli dem Vorhergeheiideii Har sein: 

^ = 50^,87140* - 0^00010881 1* 

- 17" 251 sin N t + 0",207 sin 2 N * 



- r,269 sin ~ - 0",204 sin -, 

i i J z 

* == 23 27' 32",0 + 0", 00000719 1* 
+ 9", 223 cos N t - 0",090 cos 2 N * 
+ 0",551 cos ^- + 0" 7 089 cos ~ - 

2 1 ^S 

Auch diese vollstandigere Formel beanspmckt nicht, exakt zn sein, 
nnd darf ebensowenig wie unsere frabere Darstellung anf beliebig 
lange Zeitraume ansgedehnt werden. Ihr Zweck ist Yielmebr nur der ; 
unter den lieutzutage gultigen Werten der astronomischen Konstanten 
die Voraujsbestimmung der Lage der Erdaxe fur einen den Bedtirf- 
nissen des reckaenden Astronomen gentigenden Zeitranm zu ennoglichen, 
Andere Autoren**) geben noch. langere Formeln an. 

Znm Schlnsse dieses Abschnittes haben wir nocb. einen gewissen 
ZirkelscUnfs zn besprecben, den wir nns im Vorangebenden bei den 
nnmerisclien Recbntuigen zu Scbnlden kommen lassen mufsten und 
auf den bereits pag. 642 Mngewiesen wnrde. Es handelt sieh urn das 
VerMltnis Erdmasse m Mondmasse Mjm% und urn die sog. Mliptwitiit 
d&r JSrde (vgl. wegen der Benennung 8 des vorigen Kap.), d. t. das 
VerMltuis (CA)jA. Wahrend wir im Vorstehenden gewisse Zahlen- 
werte ftr diese Grofsen zu Grunde legten, urn daraus die Grofse der 

*) 1. c. tome 2, 192, GL (ra) mid (n). Dbrigens haben wir zwei der 
Tisserandsclieii GMeder tmterdrfickt, welche im Vorstehenden keiae Erklftnmg 
gefonden kaben. 

**) Z B. Tli. Oppolzer, Balmbestimmung der Kometen tmd Planeten, 
Leipzig 1870 und 1882, Bd. I, erster Teil. 
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Pracessionsgescbwindigkeit and die Amplitudes der Nutation zu be- 
recbnenj liegt in Wii'klicbkeit die Sache so, dafs die zuverlassigsten 
ZaHenwerte jener beiden Verbaltnisse ebeii aus der Beobacbtung YOU 
Pracession und Nutation gefolgert werden. Damit entfallt dann logisoker 
Weise die Moglichkeit, die Praeession und Nutation vorauszubereebnen. 
AuBerdem liegt aucb nock die pbysikalisebe Voraussetzung zu Grande, 
dafs man die Brde fiir die Mer bereclmeten Wirkungen als starr an- 
sehen darf^ worauf wir im folgenden Absehnitt zuruckkommen, 

Wir saben oben 7 dafs sowoil in den tbeoretisclien Ausdruck der 
Praeessionsgesckwindigkeit v (Ql. (60 yon pag. 641) wie in den Aus- 
druek der Nutationsamplituden a und 6 (GL (11) von pag. 660) die 
beiden Cbrofsen (CA)/C und M/m 2 eingeben. Entnebmen wir also 
den Beobacbtungen zwei mogliebst genaue Werte, beispielsweise von 
v und a, so haben wir zwei Gleicbungen zur Bestimmung der beiden 
Unbekannten (CA)/C und M/m%. Man findet auf solclie Weise 
als die heutzutage vertrauenswiirdigsten Werte dieser beiden Un- 
bekannten*) 

* 



Dem entsprecben die oben benutzten abgekiirzten ZaHenwerte 1/305 
und 82. Pur die sog. Elliptizitat ergibt sieb mit derselben Naberung 
(0 - A}/ A - 1/304 

Ubrigens stimmen die auf anderen Wegen Merfur erbaltenen Zablen 
(z. B. aus der Gradmessung der Erde ? aus den St5rangen der Mond- 
babn durcb. die Erde und der Erdbabn durcb den Mond) init den an- 
gegebenen. Zablen soweit uberein, als man es bei der grofeeren TJn- 
sicberbeit dieser letzteren Bestimmungsweisen erwarten 



B. 

5. Die Eulersehe Period der FolscliwaiikiiiLgen, tlieoiretisclie 

Beliandlung. 

Es ist uns von frtfber ber woblbekannt, dais unter dem Einflufa 
der Scbwere die reine PriicesBionsbewegunff des Kreisels einen Aus- 
nabmefall darstellt, dafs diese Bewegung im Allgemeinen von perio- 
discben Schwankungen der Ejreiselaxe uberlagert wird, welcbe aller- 



*) Vgl. EncyMop d. Matkem. Wisg. VI, Art 17, von Bausehiirg ?r, Be- 
atimmung nnd Zusammeabang der astronomischen Constanten Nr. 20. 
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dings bei Mnreieliend starkem Eigenimpuls in der Begel toiinerHicIi 
klein werden. Diese Sehwankungen wurden NutaUonen scHechtweg 
genannt; wir Werden sie jetzt zum Unserschied von den im vorigen 
Absetnitt besproctenen Eiitationen als freie Nutationen bezetelmen. 
Aus der Znsainmensetztmg dieser freien Nutationen mit der gleict- 
formlgen Pracession entstand unsere J} pse^doreffulare Procession"* 

Es drangt sich. uns nun die Prage suf : 1st die im vorigen Ab- 
sclinitt berectnete Pr'acession der Erdaxe von Schwankongen begleitet, 
welche nickt von den aufeeren Kraften erzwungen sind^ sondem die 
freien Schwrngungen des Systems darstellen? oder ? kiirzser gesagt: 
Ist die Rotationsbewegung der ]2rde, wenn wir von alien erzwungenen 
Schwanknngen absehei^ eine regulate oder eine pseudoregMlare Pracession? 

Die Beantwortang dieser Prage erfordert das Znsammenwirken 
von Theorie und Beobaehtung. Wir geben zunaehst die Theorie. 

Das Wort Erdaxe ist zweidentig. Man bezeidanet damit einerseits 
die Figurenaxe der Erde, d. h.. diejendge Hanpttraglieitsaxe der Erde> 
welche unge^kr mit der Verbindtmgslinie von Kord- und Stidpol sra- 
sammenfallt, also eine im Urdkorper feste Axe; andrerseits meint man 
damit die augeMickliche RotationsaMe der Erddrebnng, also eine Gerade, 
welche genan den instantanen Eord- tind Stidpol verbindet und dater 
instantan im l&mme fest ist. Dafs beide Bedeutungen niett zusammen- 
failen, ist gerade der Gegenstand der folgenden Erorterungen, boi 
denen wir zwischen Figuren- tind Eotationsaxe wohl zu untetscheiden 
taben- 

Die Bewegungen der Figwenasce bei der pseudoregularen P^cession 
wurd$n pag. 291 erortert. Sie wurden in den Winkeln fr und ^ durcl. 
die folgenden angenalierten Gleichungen bestimmt (s. pag, 303, GL (11)): 

. N 
cos -0* = cos ^ + a gin #0 sin ~j- 1, 



wo a dnrcli die pag. 296 definierte Grofie n' sich folgendennaBen 
ausdriickte: 

n' A3* 



Die ersten Glieder der rechten Seiten von (1) geben den Pracessions- 
bestandteil der Bwegung land kommeH for daPolgende nicht inBetraelit. 
Wir bemerkea nur, dafs die Gb-Sfee P, die beim Ereisel gleieh MgE 
war r im Palle der Erde dureli Pcos^ zu ersetzen ist, wo P dnrcli den 
Ansdruck (3) von pag. 640 bestimmt ist Die zweiten GHieder liefem 
die freie Nutation Bad interessieren nns Mer anssdiliefslick Sie be- 



'5. Die Eulersehe Periode der PoIschwanJmngen. 665 

deuten eiae "kreisformige ScJiwingung (ygL pag. 305) , d. k der Durch.- 
schnitt der Figureaaie mit dem Himmeisgewolbe besclireibt, wena 
man yon der Praeessionsbewegung nad den im yorigen Paragraphen 
betrackteten erzwungenen Schwankaagen absielit, eiaen fcleinen ITreis 
am HimmeL Die sckeinbare (jrofse des Radius betragt a uad hangt 
yon der Anfaiigslage des Impulses ab ; auf weleke sicli die Grofse n f 
in Grl (!') bezieht. # bedentet die mittlere Neigni^ der Figiuenaxe 
gegeB die IsTormale zur Ekliptik wahrejad dieser KreisschwiiigiiDig. Die 
Schwingtnigsperiode r, d. k die Zeit, in der der Ereis einmal dnrcli- 
laufen wird ? ist durch. die Grleidmng bestimmt 



wo r } die Winkelgeschwimdigkeit der Erdumdrelituig, gleicli 2yt divi- 
diert durch die Lange des Steratages ist, Nenmen wir letzteren znr 
Zeiteiolieii^ so wird r*=2a und r = A/C> Die Schwingungspenode ist 
also, da C nnr wenig grofeer ist als A, ein wenig Jd&iner als ein 
siderischer Tag. 

Dies Eesultat war yorterznselieii. Wenn namlich die Figurenaxe 
mit der Rotationsaxe nieht znsammenfallt, wird erstere nm letztere 
auf einem Ereiskegel terumgeftitrt, Stande nun die Eotationsaxe 
yollig still, so wtirde die Periodie genau einen Tag betragen; wecliselt 
sie langsam Lhrea Plafe^ so weickt die Periode aur weiiig von eimem 
Tage ab. 

Indessen lafst sict die somit als moglich jiactgewiesene nahean 
eintagige Sctwanknng der Figurenaxe durcli die Beobachtuiig nictt 
feststellen^ weil sick die Beobachtung am Himmel aotwendig auf den 
Wectsel der Botationsaxe bezieitt, Zu lefeterer wenden wir uns jefei 

Dabei werden wir zu uatersclieiden haben zwiscken 4em Weehsd 
der Eotationsaxe gegen dm Mcwm uad ikrem Wechsd rdatw gegm dm 
IfadMyper* Ersterer wird bestimmt dureh die Komponenten yt, %* p ; 
letzterer durch die Komponentea p, q? r des Dretuagwektors, welche 
beide dureli die 61. (7) uad (8) yon pag, 45 mit den Eialerschen 
Winkela cp, ty } & in Bezietiung gesetzt sind. Die yt, %, ^ sind die 
Koordiaaten der Puakte der Herpolhodie> die p f $, r die der PoOwdie. 

Die Werte der %, %, Q lauteten 



-' cos $ 
(2) % 9? sia^ ip'sia ^ cos ^ 7 

sie benehen &ick auf ein im Raume festes Koordinateasystem x y y, 
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dessen dritte Axe in iinserem Falie init cler Nonnalen der Ekliptik 
zusammenfallt, (weil wir YOB dieser ans den Winkei $ messen), tuad 
desseii erste Axe der in dor Ekliptik gelegene Strati # ist (nach 
allgeineiner Festsetzung tiber die Messnng des Winkels t/>). Es ist 
aber bequemer ein lioordinateiisystem zu benatzen, desseii dritte Axe 
mit der mittleren Luge der Figurenaxe zusammenfallt, also gegen die 
Normale der Ekliptik tun den Winkel # geneigt ist. Die erste Axe 
des neuen Systems nioge mit der ersten Axe des alten Systems fiber- 
einstimmen. Bezeiehnen wir die Koordinaten des Drekungsvektors in 
diesem nenen System mit a^, 5C 17 ^ 1? so wird ersichtlich. 



^ = K sin ^ + 

Seteen wir aus (2) eio. ? so ergiebt sick 
= %>' cos # + 9' sin sin ^ ; 



Ntui ist zu beriieksielitigen^ dafs nach (1) # ^ und ipj sowie 
die Diiffereitialqiiotienten &' und ty' kleine Grofsen sind; lassen wir 
aufserdem den nns Her nieht interessierenden Pracessioasterm Pi/N 
fort, so werden alle jene Ghrofsen von der Ordnung der Nutations- 
amplitade a. Wir konnen namlich, indem wir cos^ eatwickeln, statt 
(1) sckreiben: 



i L O. ' 1 N *\ A' UN> /& A 

i ^. ^ = a sm l-j- tl ; ^ = j~ cos (-j- 1\ , 



<x , o. ,' - * 

[ sin fr ^ == a cos ( -r H > sin ^ ^ ^~ sm ( T" 

ID den ffleicttuigen (B) sollen nur die GKeder niedrigster Ordnung 
der kleinen Groften beibehalten werden. Wir setzen daher cos if> = 1 ; 
sin $ * ty sin^- sim^ = sin - $, ^'sin^ = etc. und rhalten: 



Des Weiteren bemerken wir^ dafe y'+cos^^ nach den Grlei- 
ckungen (7) von pag. 45 gleieh der Winkelgesckwindigkeit r der Erd- 
umdreliioig, also gleich 2 yc ist, wenn wir wieder den Sterntag als 
Zeiteinlieit wahlen. Die letzte Gleicknng lantet daher ^ = 2i?r; in 
den beiden e^ten Gleietungen dtrfen wir direkt q> f ~ 2^ 
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well hier <p' mit den kleinen Gxofsen ^ und & # multipliziert er~ 
sebeint Somit folgt: 



sin # 



Indem wir nun die Werte- von #, ^' etc. aus (4) eintragen nnd 
beriicksichtigea^ dafs N= Or = 2aC ist, erhalten wir schliefslict die 
folgende Darstellung der HerpolJiodie: 



(5) 



J. a , 

-- 5 - COS Z3T -j- C. 

~O- -il 



sk2* z , 



Wir erkennen hieraus: Die Hotationsaxe bescJtreibt im Baume einen 
Krdskegel um die Miehtung unserer dritien Koordinatenaxe g, d. h. um 
die mitdere Lage der Figurenaxe. Di<e Zeitdau&r, in der sie di-esen 
Krdskegd einmal dmehlauft, ist wieder v^AjC* also wenig Tdeiner 
wie dn Sterntag. 

Wir koimen auch sagen ; dafs in der gleiehen Zeit der Selmittptaikt 
der Rotationsaxe mit dem Himmelsgewolbe einen Kreis durcUauft, Der 
sclieinbare Radius desselben, gemessen durcn denjenigen Winkel^ unter 
dem er von der Erde gesehen wird ? betragt (bei Vertanschung der 
ia-igonometriselien Taugente mit dem Bogen): 



Dieser Radius ist erbebHch kleiner wie der scbeinbare Radius a des~ 
jenigen Kreises ? den der Scnnittpirnkt der Figurenaxe mit dem Himmels- 
gewolbe bescnreibt. Wir fanden namlicli (vgl. pag. 663) 

(6) TTZTZ- 305 ' ^ C^A ==3 4 ' 

Die Schwanlmng der Kotationsaxe im Hcwme "betydgt also ~kwm den 
300** n Teii derjenigen d&r Figwrmaxe. Da sicii niin^ wie wir sehen 
werden ? ans den Beobachtungen ergiebt > dafs die Winkelgi'Sfae a hart 
an der Grreoze des Beobacbtbaren liegt^ so wird sicb die Winkel- 
grofse a ^~ Of 1 304 der Beobaclitung vollig enteieken. Man 
wird also filr aMe praMischen Fragm annehmen dwrfen, dafs die Rota- 
tionsaxe im Raume wolMg stiUe steM. 

Natilrlicli ist die obige Darstellung der HerpoDiodiekiirve nicht 
vollig exakt, weil wir erstens hohere Grlieder weggelassen und zweitens 
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die Pracessionsterme Yemacilasslgt haben. Hatfcen wir letztere mit 
berticksic]itigt ? so katten wir statt des Kreises am Himmelsgewolbe 
erne selir eng verscKhingene OyHoide bekommen. 

Interessanter ist das Stadium der Polhodie. Hire Koordinaten 
p, q, r sind dtorclt die (Meielixoigen (7) von pag. 45 gegeben: 

j> = &' cos p + $' sioLt)' siny, 

q = Q>' gin ^> -{- ^ gin ^ cos g? ; 

r = <p' + cos <0-^ / , 

Die letete Koordinate ist konstant, namlicli bei nnserer Wabl der Zeit- 
erateit gleich 2%. Jn den beiden erstea Gleidmngen setzen wir fiir 
& xind ij/ die Werte aus (4) ein ; sclireiben, unter VernachlassigiiBg 
kleiner Grofsen Mherer Ordnung, 

und erkalten: 

G 



C / 



oder: 

__ % _ C- 



Dies ist die gesuclite DarsteTtunff der Polhodie. Sie zeigt tois, dafs 
die Xtofationstwce auch im Erdkw-per ein^^ Krdskegd beschrefltt mid #uwr 
um die Figwrmaxe der Erde. Der WinJcd an der Spitee dessePjen 
zwiscten der Fignrenaxe und den Erzeugenden des Kegels ist (bei Yer- 
tansclmng der trigonometriselieii Tangente mit dem Bogen): 

i^T? _ , o 
. #,. 

Dieser Winkel ist also Cj(CA) = 305 mal grofser wie der eat- 
spreelieiide Winkel des Herpolliodlekegels, Die Z&it, in der die Motor 
tions&xe den Polhodiekegdeinmtd durcJMuft } betragt dabei ^t/(C r ~J.)=304 
Sterntage oder rund 10 Monate. Diese Zeit heifst die Eulersche Periode 
oder der Mdersche CyMus, weil bereitg Enler^) die notigen tkeore- 
tischen Vorarbeiten 2nr Berechnnng dieser Periode geliefert hat 

*) Meeliauiea give motus scientia. Petersbwg 1736 f dritter Teil, Kap. XVI, 
830 ff. Tlieoria motus corporom solidorraa sen rigidonua, Greifswald 1765, 
Kap. 2U, 711, 717732. Der nmnerisdie Wert S04 sdieiat aEerdings bei Etiler 
nocli nicht Torznkomoaen. 
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NatMieli sind aueh die (Heiafaingen (7) nicht ganz Tolistandig, 
insofem wir bei ikrer Ableitung Ton den Pr&eessionsgliedem abgeseten 
haben$ wollten wir letstere mit berueksicttigea, so wtirden su den 
obigen Werten der p und j nocii gewisse leleM angel/hare Glieder 
YOU sekr Meinem Betrage und YOU der Periode eines Stemtages Mazu- 
kommen. 

tJbrigens lassen sicL. die obigea Werte der p mid g aueh toi- 
mittelbar aus den Enlerscten (Heichungen entnelmieii ? weim man be- 
deaki ? dafs die in Rede stehende Bewegmsg eine freie Nutation ist, 
und dementsprechend bei ilnrer Bereckntoig von den aulseren Kraften 
(Sonnen- und Mondanzieliinig) abstraMeit. Die Eulersciien Glmchnngen 
lauten dann (vgL pag. 140) fur A = J3 und r * const. 2wi 



und geben integriert (rgl, pag. 161, 61 (6')): 



Man braucht schliefsiicli nur in einen reellen und imaginiaren Teil 
aufeulosen^ urn im Wesentlicken (namlick bis auf die abgeinderte 
Bezeichnung der Integrationskonstanten) die Grleiclrangen (7) wieder- 
sufinden. 

Es ist n^tzlieli, diese Verhaltnisse im Sinne Poinsots dureli die 
Figur des Polhodie- und Herpoltodiekegels zu. YeranselmuJidbten und 
mit derjenigen Pigur zu Yergleiclien ; weleke in gleieher Weise die 
TertHtnisse bei der (durch. Sonnen- und M ondaimehimg erzwungenen) 
Pmcession der Erdaze darstellt. Dies gesetelie in den Fig. 100 a und b. 

In Fig. 100 a (erzwungene Praeession) findet die Bewegung der 
Erdaxe um die Normale der Ekliptik (N) in dem mehrfeck genannten 
ungefabren Zeitraum Yon 26000 Jairen statt. Der Winkel an der 
Spitee des Herpolhodiekegels (eigentlich Winkel zwischen der Hormalen 
N und der Motationsaxe, wofiir wir aber otne irgend sinen Fehler aucit 
dem Wiiikel zwisdhen der Nonaalen N und der Figwena^e nelimen 
konnen) beteigt 23 1 / 8 . DIB Offnung des Polhodiekegek wurde pag. 49 
bereefenet tind aaaeh Gl (2) dsaselbst gefunden zu sin 23*4 / 365 - 26 000 
= ungelahr ; 01''j die EleirJaeit deis Polhodiekegels wurde a. a. O. durch 
die Jbigabe Y^mascliaidiclxt^ dafs er auf der Erdoberfiaclie dnen urn 
dan Hordpol besekriebenen Ki*eis YOU nur 27 cm Bsdius ausselmeidet. 
Wir laaben also einen mmKch w&iten Herpolhodieke&d tmd einen jmfterst 
spitem, P($wdiekegd. In Fig. lOOa konnten wir ^attrKch niekt am- 
nihemd dm wirMicte quanidtative Verhftltnis beider Kegel xum Ans- 

HI. Aufi, 4$ 
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druek "bringen; vielniehr 1st der Polhodiekegel verhaltnismafsig fast 
10 6 mal zu breit gezeichnet Wir haben nns vorzustellen, dais der in 
der Erde feste und an der Erdumdrehung teilnelnnende Polhodiekegel 
sick in einem Tage, YOU F aus gesehen enkgegen dein TJhrzeigersinne, 
eininal umdrelit und dabei ohne zu gleiten iin Innern des Herpol- 
hodiekegels abrollt, Wegen seiner aufserordentliclien Kleinheit durcli- 





Mg.lOOb. 

mifst er den Mantel des Herpolhodiekegels erst in 26 000 Jahren einmaL 
Der Sinn des Abrollens ergibt sich aus dem Umdrehungssinne des 
Poltodiekegels und erfolgt in der Figur von rechts uber vorn nach 
links, also von N geselien im Uhrzeigersinne, 

Wir betrachten nun Fig, 100 b (freie Nutation). Die Bewegung 
findet hier una die mitfclere Lage der Figur enaxe statt (die in der 
Figur vertikal ge^eichnete Gterade OJF^, im Gegensatz zu der augen- 
blieklichen Lage der Figurenaxe OF). Der Winkel an der Spitze des 

yTf 

Polhodiekegels betragt nach Obigena a -~r , der des Herpolhodiekegels 



a 



_ A 



- das Verlxaltnis beider wurde gleich. 305 gefunden. Jettffr ist 
also der Herpolliodiekegel erheblieh spitzer wie d&r Polhodiekegd; aucli hier 
konnte das zaMenmafsige Verhaltnis beider Kegel in der Figur niclit 
zum richtigen Ausdruck gebracht und mufste der Herpolhodiekegel ver- 
taltnismafsig viel zu stumpf gezeichnet werden. Nach unseren Formeln 
tangt die absolute Grofse der Kegeloffinungen von der Grrofse a ab ; 
aber die nur die Beobachtungen Aufschlufs geben konnen. Wir sind 
also einstweilen tber die wirkliche Grestalt von Polhodie- und Herpol- 
hodietegel im Fnklaren und haben daher in Fig. 100 b dem Polhodie- 
kegel etwa diejenige Grofse gegeberr, wie sie dem Eerpolhodiekegel in 
Fig. 100 a zukommt In Wirklibltkeit wird, da die BeobacttuBgen 
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einen aufserst kleinen Wert yon a ergeben, auch der Polhodiekegel 
aufserst spitz und der Herpolhodiekegel dementspreehend noch 300 mal 
spitzer. Fig. 100 b kann dalier nur eine grobe qualitative Veran- 
schaulichung der Verhaltnisse geben. Wir mussen cms nun vorstellen, 
dafs der relatiy weite Polhodiekegel., der den engen Herpolhodiekegel 
umfafst, mit der Geschwiiidigkeit der Erdumd reining rotiert und dalbei 
ohne 211 gleiten auf dem Herpolhodiekegel abrollt. Der Drehsinn des 
Polhodiekegels 1st wieder, Ton F gesehen., dein Utrzieigersinne ent- 
gegengesetzt. Daraus folgt, dafs das Abrollen^ yon I^ ans gesehen^ 
ebenfalls entgegen dem Ulirzeigersiniie erfolgt. Die Beriikniiigslinie 
beider Kegel stellt uns die Lage der Rotationsaxe sowobl im Raume 
wie in der Erde dar. Sie lauft im Hamne in etwas weniger wie 
eivwm Sterntage wm. Wenn namlicli die Berukrungslinie naci. ein- 
maliger Durchmessung des Herpolhodiekegels wieder in ikre nrsprung- 
liche Lage anf dem Herpoliodiekegei (OA der Figur) zuruckgekenrt 
ist> befindet sie sich in Deckung mit derjenigen Erzeugenden OB 
des Polhodiekegels ? die wir erhalten y indem wir den auf dem Pol- 
hodiekegel gemessenen Bogen AB gleich dem Ilmfange des Herpol- 
hodiekegels im Abstande OA yon machen. Der Strahl OA, als 
Erzengende des Polhodiekegels betrachtet^ ist infolgedessen noch nicht 
in seine Anfangslage zurtickgekehrt; die Zeitdaner des TJmlaufs der 
Rotationsaxe auf dem Herpolhodiekegel wird daher etwas kleiner als 
die Zeitdauer, in der ein Strahl des Polhodiekegels eimnal umlauffe, 
welche ihrerseits gleich einem Sterntage ist. Auf dem Polhodieltegd 
andrerseits lauft die Rotationsaxe erkeblich langsamer um. Da sie 
namlich wahrend eines Stemtages nm wenig mehr als das Stiickchen 
AS anf dem Polhodiekegel im Sinne der Brddrehung yorgeruckt ist 7 
dauert es eine erhebliche Anzahl yon Sterntagen, bis sie den ganzen 
Umfang des Polhodiekegels durctmessen hat. Diese Anzahl wnrde 
oben als Enlerscher CyMns bezeichnet tmd gleieh 304 gefanden. 
Nach der Mgnr in tlbereinstimmnng mit imseren obigen Bechniingen 
wird das VerhSltnis zwischen der Umlanfszeit der Rotationsaxe in der 
Erde nnd derjenigen im Ranme gleich dem Verhaltnis des Umfanges 
des Polhodiekegels xu demjenigen des Herpolhodiekegels, in gleiehem 
Abstand von der Spitze der Kegel geniessen. 

La unseren Rechntoigeii sowqhl wie in unseren Zeiehmingen haben 
wir aus guten Grtoden die Behandlung der erzwungenen Pracession 
yon. der der freien Nutation abgesondert und die erzwungenen JTuta- 
tionen uberhaupt bei Seite gelassen (die man ebenfalls mit Poinsot- 
schen Vorstellungen begleiten konnte). 

In WirMictkeit findet naturlich eine ^berlageruug dieser verschie- 

43* 
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denen Bewegungen tmd damlt eine tJberlagertoig der Formeln und in ge~ 
wissem Sinne eine tlberlagemng der Figuren statt. Leider Terliert die 
Poinsotseke Vorstelltmg der abrollenden Kegel fBr eine derartige zu~ 
sammengesetzte Bewegtmg ikren HanptYoraig ? den der uomittelbaren 
Ansekaiilickkeii Wollten wir BUS namlick Pracession raid Nutation in 
einer Fignr darstellen und dnrck ein Pasr abrollender Kegel Terwirk- 
liclien, so miifsten urir den Herpolhodiekegel mit aufserordentlicli 
kleinen iiad kuraen WeEungen yerselien ; in welche entsprechende 
Wellnngen des Poltodiekegels eingreifen. Ftir das anschanliche Ver- 
standnis des Vorganges wird Merdnrcli aber niclite gewonnen. 

ScMielslicli gehen wir im Interesse der folgenden Disknssionen 
yon dem tins nnnmekr bekannten Polhodiekegel bei der freien Nutation 
zn demjenigen Ejreise iiber, den der Polliodiekegel an der Erdober- 
flache ansscbneidet. Wir nnterscheiden den Dnrclisclinitt der Eota- 
tionsaxe mit der Erdoberiaciiey den ?; instaaatanen Erdpol^ yon dem 
Durchseknitt der Figurenaxe mit der Erdoberflacke^ dem , ? geometrisclien 
ErdpoF. Unser Kreis ist der geometrisclie Ort des instantanen Pols ? 
sein Mittelptmfct Mit mit dem geometrischen Pole zusammen. Nach 
der vorangehenden Theorie mtissen wir erwarten, dafs der instantane 
Pol den geometrisehen Pol in der Periode des Etderschen CyHus, also 
efrwa in 10 Monaten, einmal im Siane der Erdrotation umkreist Der 
Tom Erdmittelpunkte ans gesehene Radius des Kreises betragt nach 

o 

Obigem a -j- - 

Wir werden im folgenden Paragraphen darliber 2m berieliten haben, 
in weleher Weise sich eine derartige Bewegnng des inBtantanen Pols 
in den Beobacktnngen der Polschwajjinngen foemerklicli mackt IJber- 
scUagen wir Mer nur nodi die CliMtcen der Beobacktungsmogliclikeit^ 
so sehen wir, dafe diese jetet Tiel gSnstiger liegen f wie Torker, wo 
es sick iim den Naekweis der ranmlickea Bewegraig der Eotationsaxe 
kaadelte. Denn extern ist die Periode der Bewegong des instantaEen 
Pols mid zweitens ist ihre Grojfee ca. 300 mal so grofs^ wie die Periode 
tmd Grofse deqenigen Bewegniag, welcke der Sdnaittpmnkt der Rotationis- 
axe aan Himmelsgewolbe anrfukrt. Obsekon also, wie wir bemerkten, 
die firtkere Bewegnng tmmerkliek war, so branckt es darum niekt die 
jetzige su sein. 

6. Der Hsohweis d^r Polseliwanlomgeii d-oroli die 
die 0tmn<!l$T<&Le Faziode. 



In der Beobacktong warden sick die im Torigen Paragrapken als 
mogHek naekgewieenen Polsekwsakungea durck eine Verinderlickkeit 
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der Sreite des Beobacfatungsortes Terraten. Ob man dabei die Breite 
als geograpMscbe (Eomplement desjenigen Winkels^ welcben die Lot- 
linie des Beobacbtnngsortes mit der Rotationsaxe der Erde bildet) oder 
als geoeentrische (Konipleinent des Winkels> den die Verbindungsliiiie 
des Beobacbtungsortes mid des Brdmittelpunktes mit der Rotationsaxe 
einscbliefst) definiert, ist gleicbgiiltig. In beiden Fallen bandelt es 
sick um den Winkel einer in der Erde festen Geraden mit der in der 
Erde yariabeln Rotationsaxe. Je nacbdem ssidi die letztere bei ibrer 
Bewegung dem Beobaehtnngsorte nabert oder sicb Ton ikm entfemt^ 
wird die Breite des Ortes abnebmen oder waebsen. 

In der Tbat sind nun Breitenscbwankungen, welcbe sicb niclit 
dnrcb Beobaebtongsfehler erklaren liefsen, scbon fruber zu wiederbolten 
Malen Termutet worden^ so Ton Peters (1842) nnd Njren (1871) 
an der Stemwarte Pnlkowa^ Ton Clerk Maxwell an den Greenwieter 
Beobacbtungen aus dem Jahre 1851 bis 1854 Die Amplitude der 
Scbwankung Melt sicb in den Zebnteln einer Seknnde ? die Angaben 
uber die Periode waren widerisprecbend. Zur Sicberheit erhoben wurde 
das Vorbandensein TOH Breitenscbwankm^en aber ergt dnrch die be- 
sonderg genanen Beobacbtungen TOB Ktstner an der Berliner Stern- 
warte ans dem Jakre 1885. Anf die sebr ansfubrlicben Arbeiten, in 
denen Cbandler*) das gesamte Torfiegende Beobachinrngsmaterial einer 
eingebenden Disknssion nnterzog ? kommen wir nnten anruek. 

Neties Licbt wnrde auf die ganze Prage geworfen r als im Jabre 1891 
eine astronomiscbe Expedition nacb Honolulu ziim Zwecke Ton Breiten- 
messnngen ausgescbickt wnrde, 
welcbe mit gleicbzeitigen Beobacb- 
tungen in Berlin TergHcben wnr- 
den. Honolulu liegt ungefabr auf 
dem entgegengesetxten Meridian 
(171 westlicb) Ton Berlin. Wenn 
nun die Breitenscbwa&kongen wirk- 
licb ihren Gnind in dem Weebsel 
der Rotationsaxe der Erde baben ; 
so mtissen sie sicb an beiden Sta- 
tionen in entgegengesetstein Sinne 
injfeem (rgL Fig. 101): die Breite in 
Berlin mufe znnelnne^ wenn sie in HonoMn abninimt, ein Maximum der 
Breite IB Berlin mnfs mit einem Minimum in Honolulu ausammenfallen etc. 
Wie Tollstandig sich die^e Erwartm^ bestetigt bat, zeigen die beiden 




*) Agtroaomical Journal Vol XI, XH t XF, XIX, XXI, XXH (1851 
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folgenden Diagramme*) (Fig. 102); in ibnen bedeutet die Abscissa die 
Zeit walirend der Jafare 1891 und 1892, die Ordinate giebt die Ab 
weiclinng der geograpMsGhen Breite von ikrem mittleren Werte an, 
in einem Mafsstabe, der aus den angeseliriebenen Zahlen ersielitlieh ist. 
Die Amplitude der Sehwankung ist,, wie wir sehen, fur beide Stationen 



of/ 

&:& 

$" f t 

&*Q 
/>*,! 


91,0 % *t & 


S 18QZ,& 2 f 6 S J#$ 














S 


>'-xs 


^0- 




} 




























f/ 








\ 




















p 










/ 












v 












^ 


^ 


^1 


^ 








_u* 












A 










f 
















/ 
















^ 






/ 














\ 


/ 


















T^ 


o-o 


"^ 


' 













0:$ 



Honolulu 

Kg. 102- 

ungefakr gleich; sie liegt zwischen 0",2 und O'^S; vor ailem aber 
sehen wir: die Phase ist fur fteide Stationen geneva, entgegengesetzk 
Buxcli letztere Thatsaclie ist aufs augenfalligste dargetlaan, dafs die 
BreitemchwanJvmgen, iJvren Grund in Umlagerungen der Hotationsaxe 
habm> dafs also diese Axe reltxtiv gegen den Srdkorper gewisse Be- 
wegwngen ausfuhrt. 

Offenbar geben zwei anf entgegengesetzten Meridianen gelegene 
Stationen, wie Berlin und Honolulu, nur eine Eomponente der Bewegung 
wieder, die Koioaponente Hack der durct beide Stationen gelegten 
Meridianebene. Dagegen werden zur vollstandigen Kenntnis der Be- 
wegai^en sswei Stationen geniigen, deren Meridiane etwa einen rechten 
Winkel bilden. Wenn mehrere solete Stationen, insbesondere aueh 



*) Wir entnekmen dieselben den VerhandlBngen der 1895 in Berlin ab- 
gekalteaen Konferenz der interaat. Erdmes&nng, Berlin 18%, Tafel 4, 
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auf entgegengesetzten Meridianen gelegene, zur VerfQgung stehen, so 
werden ifare Besultate sicix gegenseitig kontrollieren konnen. 

Fig. 103 stellt die Lage der Beobachtnugsorte dar, anf welche 
sieb. die von der permanenten Kommission fiir Internationale Erd- 
messung angeregte Festlegimg der PoIschwankiiBgen statzt. Die faier yer- 



w 









Fig. 103. 




s 



zeictneten seclis Stationen liegen auf dem gleicten Breitekreis 
und sind von der Konferenz der Internationalen Erdmessung zn Lausanne 
1896 ausgewahlt. Die Anordnung der Stationen auf einem Breitenkreise 
bietet den Yorteil, dafs tiberall dieselben Sterne beobachtet werden konneH, 
dafs mithin die Polbewegung abgeleitet werden kann, unabbangig Ton den 
angenommenen Deklinationen der Sterne. Das gesamte Beobachtongs- 
material wird in Potsdam verarbeitet nnd fortlaufend von d^m Central- 
bureau der Internationalen Erdmessung veroffentlicbt Dem Bericbte*) 
von 1916 entnebmen wir die Figur 104, welche die Beobacbtungsergeb- 
nisse von 1900 bis 1912 xusammenfafst.**) 



*) Resultate d. internationalen Breiten-diens tes, Bd. V v. B, Wannach, Berlin 1 91^. 
**) Bei der Bearbeitung des neuen Materials for diese Auflftge bin ick von 
meinem Freunde E. Em den freundlichst xmteretiifczt worden. A. Sommerfeld. 
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Biese Figur stellt den Weg des Poles in dem genannteii Zeit- 
raioaae dar. (Die Polbewegung von 1890 bis 1900 ist in der ersten 
Auftage dieses Buebes in gleiclier Weise dargestellt nnd analysiert 
wordeB.) Die eingeschriebeiieB Zahleo bedeaten die Daten (Jahre and 
Jafareszeimtel), auf weiefee die Beobacbtangen samtlieher Stationen redu- 
ziert; wurden. Der mittiere Fehler der eiu&einen Koordinate des instan- 
tanea Poles wird zn ? 03" angegeben. Dieser yerlialtnismafsig kleine 
mittiere Pebler wird aber nor dadurch erzielt, dafs zur Ableitung jeder 
Eoordinate eine grofse Zahl YOU Eiazelbeobachtungea herangezogen 
wnrde, die selbsir einen viel grofse ren mittleren Fehler habeti. Der 
UrsprnBg des benatzteja Koordinatensjsteins entspricht der mittleren 
Lage des iastaaianen Poles oder wie wir anch sagen konnen^ dem geo- 
metrisclien PoL 



Balm des Rotationspoles 1 900- 
N 



4912. 
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Fig, 104 
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Vergleichen wir nun diese Figur mit der yoTangefaenden Theorie 
der Polsehwankungen, 

Da fallt ziinacbst ins Ange, dafs die Polbahn keinem ein- 
faehen mathesnatisclieii Gesetze niit Greuauigkeit geniigt, dafs sie 
einen sehelnbar znfalligen Charakter hat und vielfaeh gestort 1st. 
Bs stud bei 'der yorliegenden Frage offenbar nieht mebr die em- 
facben Verhaltnisse der HiromelsEieclianik malsgebend, sondem wir 
befinden nas hier bereits auf dem verscHangenen Gebiete der Geo- 
physik. Kacb der abstrakten Theorie des vorlgen Paragrapben 
solite die BabBkurve ein Kreis sein; davon ist in Wirklicbkeit Bicbt 
die Rede; in Wirklichkeit bildet sie komplizierte Spiralen ? deren 
Sohleifenweite in einem uabezu secbsjabrigen Zyklns zu- nnd abzu- 
neliinen scheint. Auch werden^ wit bald eine Reibe Storungen kennen 
Iernen 7 welche die Polbewegang beeinflussen. 

Dagegen ist 211 betonei3 ; dafs der Sinn der Polbewegung durcbweg 
mit dem yon der Tkeorie geforderten Sinne der ErdBrndrehting iiber- 
eiBstimmt. Diese Regelmafsigkeit tritt erst in dem hier dargestelltea 
Zeitranme in yolle Erseheinong, in welcbem (vgl. S, 189 der cii Arbeit 
YOU B. Wannacb) auf die Answertung der Beobachtangen nacli der sog. 
^Kettenmetbode^ verzicbtet wnrde. (Das Kimnra- Grlied, dessen Deutung 
friiher yiel Schwierigkeiten Terursacht hatte ; tritt bei dieser Art der 
Bearbeitung tiberhaupt nicbt auf.) 

Was nun die Amplitude der Polschwankung, d. k den Radius- 
yektor der Polbahn betrifft, so betragt dieselbe in Gradmafs im 
Maximum etwa 0,4% im Mittel 0,2". Die in den Formaln des yorigett 
Paragraphen unbestimmt gebliebene Gbrdfse a wiirde Mernacli im Mittel 
gleicb */$" zu setzen sein. Auf der Erdoberflacjbe ergiebfe sieb bieraus 
als mitfclere Entfernung e des geometriscben und des instantanen Poles etwa: 

- a X Erdradius = I g ?7 ^ 7 ^| * 1 10 7 - circa 6 m. 

Die obea genannte secbsjahrige Veranderlictkeit der Amplitude zeigt 
sich in der Figur zweJmal, in deo Jahren 1900 bis 1906 einerseits und 
in den Jabren 1906 bis 1912 andrerseits. Sie wird sicb. vermutlicb. 
berausstellen als eine Schwebungserscheinung, naralicb, als Interferenz 
zweier Sckwingungen (ygL unten) yon der Differenz l / e Jakr. 

Das Hauptinteresse konzentriert sieh indessen auf die Frage Each der 
Periode der Polbewegung* Hier zeigt sich eine zunachst dberraschende 
Abweichung yon der Theorie, die urn so bemerkenswerter ist, als sie 
durcfaaus gesetzmafsig zu sein scheint. Wahrend naralich die Theorie 
eine Periode yon ungefahr 10 Moaaten verlangfc, ergibt die Prfifong 
yon Fig. 104 eine Periode yon etwa 14 Monaten, Wir verfehren, 
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urn dies einzusehen, ziemlich rob, aber fiir unsere Zwecke hinreiehend 
genau wie folgt: Wir bestimmen die Anzahl der Umlaufe wahrend des 
Beobachtungszeitraumes ; indem wir beispielsweise die Durchgange des 
Rotationspoles dureh den Meridian und den Paralle kreis abzahlen; wir 
finden 20 Durchgange durch den Meridian sowie den Parallel. Wahrend 
12 Jahren * 144 Monatea hat der Rotationspol somit 10 Umlaufe aus- 
geffihrt. Die Dauer eines Umlaufes betragt daher 

ij 14,4 Monate 432 Tagen. 

Wahrend wir also die Eulersche z^nmmatliche Periode vonsufinden er- 
warten, werden wir durch die Iteobacktwigen auf eine wesentlich langere 
Periode Mngewiesen. 

Das Verdienst, die hier hervorgetretene langere Periode entdeckt zu 
babes, gebuhrt dem amerikanischen Astronomen Chandler. Chandler 
priifte in den schon zitierten umfangreiehen Arbeitenreinrechnerisch ohne 
theoretische Voreingenommenheit das gesamte Beobachtungsmaterial der 
Breitenschwankungen von 1840 bis 1891 uad wurde dabei auf eine 
Periode von 427 Tagen ca, 14 Monaten gefiihrt, eine Periode, welche 
seitdem im Gegensatz zur Eulerschen die Chandlersche heifst. 

Ohne zunachst auf die theoretische Erklarung dieser Periode ein- 
zugehen ; wtinschen wir uns durch blofie Diskussion der in Fig. 104 
niedergelegten Beobachtungen ein Bild davon zu versehaffen, wieweit 
die Polsehwankungen durch die Annahme einer 14-monatlichen Periode 
dargestellt werden konnen. Wir werden dabei nicht das aufserst mfih- 
same und grundliche rechnerische Verfahren von Chandler b@nutzen, 
sondem ein naheliegendes graphisches Verfahren. 

Es sei w = x 4- iy der Vektor vom Koordinatenursprung nach dem 
augenblicklichenOrte des instantanen Poles. Wiirde dieBewegung des Poles 
vollstandig durch eine Periode von der Lange ^ erschopft, so konnten 
wir einfach schraiben 

(1) w ae *** + a'e ***; 

ware die Bewegung tiberdies eine reine Kreisbewegung, so wiirde von 
den beiden Konstanten a und d die eine (sagen wir &!) verschwinden; 
gleichzeitig wiirde dann die andere a durch ihren absoluten Betrag 
den Radius des Kreises bestimmen y auf dem die Bewegung stattfindet. 
Wir konnen aber sogleich, den Fall einer allgemeinen elliptischen Pol- 
schwingung in Betracht ziehend, a sowohl wie a als im allgemeinen 
nicht verschwindende komplexe Grofsen voraussetzen. 

Die Kompliziertheit derFig. 104 zeigfc unmittelbar, dafs diese Darstellung 
durcheiwePeriodenichtausreicht. Wir machen daher denallgemeinen Ansatz 
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, A %ni- -~2itt~~ *bni-~ rt* 

(2) w *~ae ** + a'e *> + be **+Ve r H , 

indent wir versuchen, die wirklich beobachtete Bewegung durch Uber- 
lagerung zweier (oder mehrerer) Sehwingangsbewegungen darzustellen. 
Es ist seTir leicht, einen Bestandteil von bekannter Periode aus dem Tor- 
liegenden Gresamtbilde der Polbewegung zu eliminieren. Wir bilden zu 
dem Zwecke nach Gl. (2) 

Srff i3 lrf ,' tsf ,tS _,,' 

w* o (e r * e *) + 6 (c ** 6 **) H * 



wo c und c f ebenso wie vorlier 6 und V unbekainite komplexe Konstante 
bedeuten, Wenn also in der Polbewegting aufser TJ nock eine weitere 
Periode t t steckt, so mufs sich diese in der yon der Periode r i befreiten 
Differenz w f4 . c w t gerade so anspragen, wie die Periode t^ in w selbst. 

Urn die oben abgescb&tzte Ciiandlersche Periode von 14,4 Monaten 
reiner herauszuarbeiten, nehmen wir zunachst ^ 1 Jahr, eliminieren 
also alle zu erwartenden meteorologischen Einflusse^ die dnrcn eine jafar- 
liche Periode dargestellt werden konnen. Am einfachsten bestimmt man 
die Differenz w t ^ r w t durch die folgende graphiscfo Konstruktion:*) 
Man vergleiche den Ori des Poles fur den Zeitpackt 1905 init dem- 
jenigen fur den Zeitpunkt 1906. Die Verbindnngslinie beider Orte giebt 
uns nach Grofse, Richtnng und Sinn den Vektor w ^ w t fur =* 1905. 
Ee ist also nur notig, diese Strecke etwa durcn Parallenlineale aua Fig. 104 
in eine neue Figur (105 a) zn ubertragen. Wir erhalten so einen rom Ko- 
ordinatemurspning dieser neuenFignr anslaufenden Vektor ? von dem nnr der 
Endpunkt markiert und durch dieZahl 1 905 bezeichnet ist. In gleicher Weise 
verfahren wir mifc den beiden Orten 1905,1 und 1906,1 in Fig. 104 und 
erhalten dadurch in Fig. 105 a einen Punkt, der der Differenz w t+1f w t 
fur t = 1905^1 entspricht und mit 1 bezeichnet ist. So fortfahrend leiten 
wir aus der Polbahn in Fig. 104 eine neue Polbahn ab, die von dem 
jahrlichen Q-liede der Bewegung befreit ist. Diese abgeleitete Pol- 
bahn wird ; wie man sieht, regelmafsdger als die urspriingliche. Um 
die Figur nient zu verwirren, ist die abgeleitete Polbahn nur fur den 
Zeitraum von 1905 bis 1911 gezeichnet worden. 

Wir benutzen zunachst Fig. 105 a, um die Chandlersche Periode 



*) Dieses graphische Verfahren durfte neu und ffir manche 

niitzlieli sein. Es wtirde in der ersten Auflage dieses Buches atif die 
dswnals vorliegenden Polbahnen 18901900 aagewandt und ist ins Analytisdie 
ubertragen von B. WaDnach L c Wir halten Mer an dem urspraugliclienL 
graphisdben Yerfahren fest T da dasselbe sich duxch Anschaulichkeit empfiehlt. 
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geaauer festzulegen. Wir konaen die Zeifc des Durcliganges der Polbahn 
dtirck die Nord-Siid- oder Ost-Westriehtung ans der Figur feeqaem uad 
auf 0,01 Jalir genau entndhmen. Z B. smd die Durcbgangszeiten diirch 
die Biehtung Ursprung * Ost 

1905,44^ 1900,64; 1907,83; 1909,10; 

Balm des Eotatioospoles nach Absug der Periods r t = I Jahr 
19051911 
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Die Differenzen betragen 1,20; 1,19; 1,27 J&hre 
BenUtzt maa auf diese Weiee das gesamte von 1900 bis 1912 yorliegemde 
BeobacLtuagsmaterial ; eo erhalt maa nach Waaaacli eiae Cliaiidlersclie 
Periode Ton 1,178 Jakrea 430 Tagen. 

Balm des Eotationspoles nach Abzng der Periode, T = 1,178 
Jake, 19051910,8. 
IN 




0"15 



m 105 b. 



88i 



YIH AtecSmitt B 0eop3iyfiikalisclie Anweaduogen 



m bester tJbereinstimmung mit anserer obigen Abschitang TOH S. 678. 
la Fig, 105 a 1st feraer ein Kreis mit dem Eadina R = 0,167" punktiert 
eingezeichnet Er stellt naclj Waauacit 1 c. die mlttlere Grofse der 
freiea Nutation in dem Beobachtnagszeitraum dar. Wir kounen ikn den 
j,idealen Ciiaadlersckea Kreis^ nennen. 

Bahn des Eotationspoles Each Abzug der Perioden 
r, = 1 Jak nnd T| = 1 ,178 Jahr. 1 9051 909 ; 8. 
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Nachdem nunmehr diese Chandlersclie Periode mii geniigender Se* 
nauigkeit ermittelt isfc, konnen wir auf die ursprangliche Fig. 104 zu~ 
riickgehen und aus ihr diese freie Cbandlersehe Schwingung eliminieren, 
Wir erhaiten dadurch ein Bild der erzwungenen Scfawingung und 
daraus einen Anhaltspunkt zur Abschatzung der storenden Kr'afte. In 
erster Linie erwarten wir Stdrungen von jahrlicher Periode, entspreehend 
den meteorologisclieii Einfliissen auf der Erde. 

Fig. 105 b zeigt uns, wie welt dies zutrifft Diese Figur ist eben- 
ao konstruieri wie Fig. 105 a ? aur dafs jedesmal zwei Punkte miteinander 
verglichen und durch den in Fig. 105 b daxgestelltenEadiusvektoryerbiuideii 
sind, die um die Zeitdifferenz von 1,178 Jahren sich miteraeheiden. Is 
sind also beispielsweise in Fig. 104 die Punktepaare 1905,0 und 1906,18 
oder 1905,1 und 1906,28 geradlinig verbnnden und in Fig. 105 b vom 
gemeinsamen Ursprung aus tibertragen. 

In der Tat tritt nun in Fig. 105 b die veramtete jShrliche Periode 
dadurch deutlicli in Erscliemung, dafs entsprechende Punkte, die um ein 
voiles Jahr auseinanderliegen, melir oder minder nake zusammenge- 
drangt sind. Z. B liegen die vollen Jaliresanfange in einem Winkelraum 
von 90 in der ungefahren Ricttung NW. Die Punkte, die den halben 
Jahreslangen entspreclien und in der Fig. mit 5 bezeichnet sind, liegen, 
wie es eein mufe, diametral gegentiber, etwa in der Ricbtung SO vom 
Ursp range aus. Besonders dicht haufen sich die Punkte, die zu 0,6 Jahren 
gehoren; ihre Eeprasentanten liegen in der Figur nahe der 0-Richtung; 
ahnlich die Punkte 0,7 mi 

Wir sehen also, dais in der von der Chandlerschen Periode bejfreiten 
Figur die jahrliche Periode deutlieh in Erscheinujig tritt. Die ganze 
Figur stellt offenbar den erzwungenen Teil der Polbewegung dar. Wir 
weisen insbesondere auf den Mafsstab bin, der dieser und der vorigem 
Figur beigegeben ist. Er zeigt, dafe die Ausdehnung dieser Figur abso- 
lut genommen halb so grofs ist als die der vorigen. Das will heifsen: 
die freie Chandlersche Schwingung bedeutet den Hauptteil 
der Polbewegungj nach iiirer Elimination schrumpft die 
Polbahn auf die Halfte zusammen, 

Fig, 105 b lehrt aberdies, dafs die erzwungene Bewegong des 
Pols durehaus nicht rein p^iodisch verlaufk, dafs vielmehr der jlhrlichen 
Schwingong Schwlngungen anderer Perioden oder unperiodische Be- 
wegungscomponenten uberlagert sein mfisBeDu Um ilber diese Auf- 
schlufe zu erhalten, haben wir nnser Verfahren nochmals zu wiederbolen. 
Wir eliminieren namlich aus Fig. 105 b nnnmehr die jahrliche Periode 
oder, was genau mm gleichen Resmltat ftihran muTs, aus Fig. 105 a 
die Chandlersche Periode. Da das Verfabren genau dasselbe ist, wie 
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vorher, konnen wir sogleick das Resultat aageben, Es ist In Pig. 106 
dargeatellt. Die neue Figur znaekt den Eisdrack aufeerster Unregel- 
ina&igkeit. Es kommen Tftbersehneidungen, Zaeken und am Ende des 
Zeitraums riicklaufige, d. k. im TJkrzeigersinne erfolgende Bewegnngs- 
pkasen YOJ, Die jakrlieie Periode ist natilrlicb verschwunden, wie 
z. B. aus der gesetzlosen Yerteilnng der rollea Jahreflzablen uber die 
gauze Figar hia erseken werden ka^E. Weitere Perioden lasseB 
0ich nicht sicker erkennen. Die absolute Grofse der Figur ist ge- 
geutiber der Torangehenden noct etwas weiter reducirt, zumal wesa 
man Toa den ausnabmswelse grofsen ElongationeB urn' die Mitte des 
Jahres 1905 und um das Jalir 1907 absieht 

Indem wir alles Vorangeheode znsammenfassen, konnen wir sageu: 
die Polbatffl erscteint znsanimengesetzt ana: 1. der Chandlersclien Periode 
Ton 14,4 Monaten, 2. der Periode YOU 12 Moaaten, 3. eiaer Summe von 
Teilbewegnngeii, die sick vor dey Hand nicbt weiter auseinanderlegea 
kssen nad die wir b Folge unregelmaisiger StorungeB aufeufassen 
geneigt sind. Von der steknmoaatlichen EulerscheH Periode ist uberhaupt 
Bicbts m bemerkeB. Sie scheint verlangert rad auseinandergezogen zu 
sein in die Tierzehnmonatliche Chandlersclie Periode. Den Grand 
fiir diese Verlingerong werden wir im nachsten ParagrapbeB zu unter- 

aucten haben. 

Waa insbesoadere <las Hanptergebnis dieser Bebraditi2xigen 7 die 
14-moaatliclie Chwidlerselie Periode betrifft, so sckeint diese auek 
nock eine gewime Stuto durct die ErsckeiBiHigeii dar Ibbe md Hut 
zn tadeiu Es bt klar, dais eine Urnkgeniag der Botationsaxe wegen 
der YeranderteE CenkifogalTerMtnisse der Irde die Bewegrng der 
Oceane beeinflnsseB mufs und dafe eiae periodiscke Umlagerung der 
BotdfioBSaxe eine SehwaniniBg d^ mittteren Meer^mTeaas voia der- 
selb^t Periode mi Folge kabea m^&te, voarausgesetsst, dafs der Eiuflnls 
mf letetere genSgeHd sfcark isi Die HeireE Tan de Saade Bak- 
kuysea^) tmd Christie^) gknben die^e Voraussetamg bejaken und 
in den iollindkdieii Imz. amerikaoigeken ilntbeobadktnngeii eke 14- 
moiiatlieke Tmabiiitat von einigeH em* nsctweisen su konnea. 

ZnsammenfasseBd sehliafsm wir also aus den mitgeteilten Beobaei* 
tun^n nameHtiick zweierlei; erstens dafe PolsckwaaAungen zweifeHos 
konstatiert siad, da& also der Brdpol Bickt mehr als ^der rakeade 
Pol in der Ersckemmigen Mnelat^ angeseieia warden kann, zweitens^ 
dafs die Polschwanlmngen nieiht dicjemge einfacke ^esetamafeigkeit 

*) AsteoBom. Hachr. Kr. SMI. 
**) Bonetoi of &e PML Soc, of Waalwaigfcon 1S9&, TO! SH p. 108. 
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und namentlicli niebt diejenige Periode haben, die wir naeh den 
Erorterungen des vorigen Paragrapken erwartet haben wurden. 



7, Die Erttanmg dr ChandlersGhen vierzekamoiiatlicliesi Periods 
und die Elastisdtat der Srde. 

Bekanntliek darf die alte Streitfrage, ob das Erdinnere feuerfiiissig 
oder fest sei ; lieutzutage als in dezo. Simie eutseMeden gelten, dafs 
sidbt das Erdinaere, im grofsen tind ganzen genommen, wie oitt fest&r 
Korp&r Terhalt. Man wird dabei, damit es sick niclit urn einen blofsen 
Streit um Worte handelt ; die Benennnngeri fliissig tind fest 211 defi- 
nieren liaben. nud wird sagea: flussig soli ein Mittel heifsen ; in dessen 
Innerem uater gegebeuen Uinstaadeii rclatiTe Verschiebungeu der Teile 
in merklicliem Mafse vorkommen konneii, fest ein Mittel 7 in dem 
solehe Verschiebungen unmoglich sind. Man kanu es daiiingestellt 
seia lassen ; ob im letztereii Falle die VerscMebbarkeit der Teile dureli 
eiae Airt elastisclien Zusammenlialtes, (dtireh. Festigkeit im gewolan- 
lielieB. Simse); oder durcli einen besonders hoheB Grad von Viscositat 
hervorgerufen wird: aueh. eine Pliissigkeit Ton Mnreichender Yiseositat 
(z. B. Asptalt) veriaalt sich gegen anfsere Einwirkangen YOU nieht zu 
langer Daner merklicli wie ein fester Korper und zeigt keine be- 
dentenden VerscMebungen ibrer Teile gegeneinander. Wir konnen im 
Ansclilufs an eine in der englischen Litteratur gebranchliehe A.HS- 
drucksweise Ton effektwer Festigk&it grpreelien, um. damit ein Verhalten 
zn bezeiehnen ? welches unter gegebenen Umstanden dem eines feston 
Korpers von besiimmtem Elastizitatsgrade analog ist. 

Dagegen soil mit der Angabe ; das Erdinnere sei fest, nictts iiber 
seiBen sonstigen plijsikalisclien Zustand ausgesagt werden. Bieser durfte 
bei den aufserordentlieheii Teinperaturen und Drueken ? die im Innern der 
Erde herrselienj TOB all em abweiclien ; was wir sonst von flUssiger oder 
fester Konstitution wissen, Sclion in Laboratoriumsversuclien lassen sich. 
gewisse kritische Zustande setaffen 7 bei denen die Aggregatzustande 
stetig ineinander Ubergeh.en; der Zustand des Erdinneren liegt aber 
weit jenseit? jener kritischen Grenxen* Der richtige Standptrakt wird 
offenbar der sein,, den Zustand des Erdinneren niclit nach gewagten 
Analogien und Extrapolationen aus Laboratoriumsversucken voraus- 
zusagenj sondern ans dem ihatsacMiclien Yerhalten der Erde, wie es 
sick z, B. bei den Pokckwankungen Jseigt^ auf den durclisclinittliclien 
oder effektiven Zustand sorSckzuscHiefsen. 

Auch soil mit der Bereehnung eines bestixninten 
mcht betauptet werden^ dafs die Erde dureh und durcit die 
feeit eines Korpers ron der betr. Elastizii^t kabe, Vielmeli^ kann man 

HE. **xtfl, 44 
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als die kentzutage wakrsekeinlickste und kerrsckende Ansiekt diejenige 
bezeieknen, wonack die Erde inhomogen konstituiert 1st, namlicb aus 
einem dickteren "and festeren Kern (Eisenkem) und einer weniger diekten 
Bud nackgiebigeren Sekale (Gesteinsmantel) bestefat, welcke beide durck 
eine nickt sekr ausgedehnte Sekiclifc eines zahMssigen Magmas YOU 
eina&der getrezmt werden (vgL die unten zu nemiende Tkeorie von 
E. Wiechert). Anct die Moglichkeit einer solchen Itthomogenitat 
wtinschen wir dnrcli das Wort 7; effektive" Elastizitat oder Festigkeit 
emzuschlieBen, Der zu berechnende Elastizitatsmodtd bedeutet alsdann 
den Wert desselben fiir einen homogenen elastiscben Korper, welcher 
sick binsiehtlicli der Mer in Frage kommenden elastischen Wirki^ngen 
ebenso Terhalt wie die -vrakrsclieinlic]i inhomogeae Erde. 

Wir beabsiebtigen niebt, auf die Diskussionen tlber das Erdinnere 
naber einzugeben, sondern heben nur einige Pnnkte aus der bistoriscben 
Entwickelung berror*). Im Interesse der Tkeorie des Vulkanismus 
baben die Geologen seit altersber fur das feuerfliissige Erdinnere 
plaidiert. Ber erste, der sick mit wissensckaftlicken Grunden dagegen 
ausgesprocben kat, sckeint Hopkins**) gewesen zu sein. Hopkins 
untersnckte die Pracession und Nutation, die eine mit Flftssigkeit ge- 
Mllte Kugelscbale zeigen wiirde, und fand 7 dafs eine solcke sick er- 
kebKck anders ais die Erde yerhalten wurde. Die spateren und tiefer 
gekenden Untersuckungen Lord Kelvins***) ergaben^ dafs die Beweis- 
ftlkrung von Hopkins m&ngelkaffc war und dafs auck seine Resultate 
in wesentUcten Punkten zu bericktigen Bind. Indem Kelvin statt der 
Kagelsckale eine abgeplattete ellipsoidiscke Schale betracktet, zeigt er, 
dafs sick tei voUig starrer Schale in den schnelleren Nutationen (der 
kalbj'akrigen imd namentlick der balbmonatlichen vgl. pag. 651), nickt 
aber in der Pracession und in der 18 2 / 3 -jakrigen Nutation eine Different 
zwiseken Beobackt^ig und Recknung ergeben wurdef) ? dafo dagegen bei 



*) Wegea SiSberer Angaben vgl die Darstellung in Zap. 15 des vorziiglicliezi 
popular -wigsenscliaftlielieii Werkea von Gr H. Darwin, The Tides, London 1898, 
deutgche Auagabe voii A. Pock els, Leipzig 3902, oder die jiingBt ersehienene 
Kosmieclie Pkysik von Sw. Arrhenius, Leipzig 1903. 

**} Eefearcaes in physical geology, Philosophical Transactions London E. 
Soc. 1839, 1840, 1842. 

***} Mathematical and Physical Papers, Bd, 3, art. 46 vgl. insbesondere 2138, 
OTsamnjengefafst in Popular Lectures-, Bd. 3, pag. 238. 

f) Hiermit hEngt eine Bemerkung Lord Kelvins ausammen, die wir an 
Modeljen der Q5ttinger raathemaM3chen Sammlnng best^tigt haben: Ein Ereisel, 
dessen Sehwnngnmssa durch ein mit Miissigifceit geMltes abgeplattetes Rotations- 
ellipsoid ersetat ist, verhalt sich, in Ilmdrehnng ttm seine Axe versetzt, anf 
horizonjjaler Unterlage stabil und fuhrt seine Pr^cessk>nsbewegung aus, ahnlich 



7. Die Erklarang der ChandlersGlieE Periode Bud die Elastizitat der Erde. 687 

einer einigermafsm nadhgiebigen Sckale alle jene Erseheinungen so vet- 
lanfen konnten^ wie es der Wirkliehkeit entspricht Die astronomischen 
Thatsachen widerlegen also nur die Annakme: flus&iges Erdinnere In 
starrer Scliale 7 eine Annahme, die ja ancli aus physikaliscten Q-riinden 
unhaltbar ist, da wir kein Material kemien, das als diinne Schale ans- 
gebildet vollig unnachgiebig ware. Andrerseits aber wird die Annahme: 
fliissiges Erdinnere in nacbgiebiger Sehale, darcli die Ersctemnngen 
der Ebbe urtd Flut widerlegi Eine ddnne Erdkruste von der elasti- 
sclien Nacbgiebigkeit der iins bekannten Materialien wiirde namlicb 
dem deformierenden Einflufs der Grezeitenkrafte fast ebenso willig folgeia 
wie das Wasser der Meere DaBn aber gabe es nnter dem Einflnfs 
jener Krafte keine relative Bewegnng des Wassers gegen das Land, 
sondem nur ein gemeinsames Anf- und Abwogen der Meere und Konti- 
nente, das sicb. der nnmiitelbaren WahrnelimuGg entziehen wtirde. 
Somit bleibt nur die Annahme einer im Bttrcb.scloaitt effektiv -fasten 
Erde iibrig (fe^t im Sinne der voratiggescMckten Erklarung). Mit 
dieser Annabme ist das Vorbandensein periplierischer Hoblraunie^ die 
mit einer Art Flussigkeitsmagma ansgeftilit siad^ oder aucli das Vor- 
handensein einer ringsum ausgebildeten fllissigen Scticlit dnrcliaiig ver- 
traglicli, falls letztere nur im Verhaltnis zu dem eiBfektiv-festen Erdkerne 
wenig ausgedebnt nnd Mnreieiiend asabe ist ? wodnrch nictt nnr den 
Bedfirfiaissen der geologischen Theorien, sondern nach Schweydar 
(vgL nachste Seite) anch. den Ergebnissen der Pendelbeob^chtangen 
Eeciinnng getragen werden kann. 

Dafs die Erde zngleick eifektiv starr sei ; soil daonit nicht behaupfcet 
werden. Scbon Lord Kelvin*) kat versuclit^ den Grad der elastisclien 
JTacligiebigkeit des Erdkorpers anf Grand der th.atsacblich.en Hohe der 
lluten abanschatzen. Wahrend, wie wir soeben sagten, bei einer in der 
Hanptsaehe flfissigea, also vollig nadbgiebigen Erde die Flnthohe sick auf 
JSTnll reduzieren miil'ste, wird bei jedem endlicken Grade von elastrseher 
Nachgiebigkeit die Fluthohe einen gewissen Brnchteil derfenigen Hohe 
betragen ? die rich anf einer vollig starren Erde ausbilden mtifste. 



wie ein Kreisel aus festem Stoff; (aber den Yerlamf der k^rzeren Nutationen 
die Beobaclitungeii an unserem Modell keinen deatlicken A-afachluTs). Dagegeii 
erweist sich ein Erelsel, dessen Sck-wnnginasBe atis einem mit FMssigkeit gefuliten 
verlangwten Ellipsoid besteht, trnter denselben VerhaltnissenL als g'anzlicli labtt. 
Da die Erde ei abgeplattefces EotatioikseUipBoid ist, so veretelit man, dafs sie in 
ihren Pracessionslbe*W"egtingen von deaen eines durckans festen Kdrpers auoh dann 
nicht wesentlich abweichen vorde, weim sie mit Fltssigkeit gefiillt ^^Ire, voratis- 
gesetzt, dafs die Erdkraste, so wie wir es ohne merklicken F^kler von unsexeni 
Modell voranssetsjsen dtirfen, albsolut stair -ware. 

*) Thomson tind Tait, Natural Phaoeophy II, art. 843, 

* 
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Kelvin schltzt YOU liier ans die Kachgiebigkeit der Erde Heiner als 
diejenige des Grlases imd etwa gleicb. derjenigen des StaMes. Einen 
sehr viel scharferen Anhalt fur eine derartige Schatzung werden wir 
im Folgenden keBEen leraen ? wo wir Tins zur Erklarung der Chandler- 
schen Periode wenden. 

Es 1st das Verdienst von S. Newcomb*), erkannt zu liaben, dafs 
die Periode der freien Nutationen mit dem Grade der Nacligiebigkeit 
des Erdkdrpers znsammentangt. Die Eulersche Periode von 10 Monaten 
entspricht der Annahme Yolliger Starrlieit; zu jedein endlichen Elasti- 
zitatsgrade dagegen bereclinet sich. eine clavon verscMedene und zwar 
langere Periode. Umgekekrt lafst sich der Chandlerschen Periode ein 
bestimmter Elasiizitatsgrad znordnen, bei welcher die Periode der freien 
Nntationen gerade die beobachtete Dauer von 14 Monaten annehmen 
wiirde. 

IE, der Litteratur sind diese Verhaltnisse suerst in einer Ar- 
beit von S. S. Hough**) untersuclit; in allgemeiner und vertiefter 
Form ist das Problem neuerdings von W. Schweydar***) behandelt. 
Wir werden die fraglichen Besultate hier aiif einfacherem Wege gewianen ; 
indem wir an einen Satz ans Kap. VII, 8 (pag. 607) anknupfen. 
Dort warde bereits die Daner der freien Nutation oder, was dasselbe 
bedentet, die Periode der kraftefreien Pracession fur einen deformir- 
baren apbaroidisclien Kreisel bereckaet, unter der Annahme^ dafs lediglich 
die elastisclieii Widerstande den durck die Centrifagalwirkung der Uin- 
drehung verursackten Formanderungen entgegenwirken, Diese An- 
nahme trifft bei einem Korper von den Dimensionen der Erde nicht 
zu, weii Her aucb die gegenseitigea Gravitatioaswirkmigexi der Teilchen 
wesentiicli zu beriicksiclitigen sind. 

Wir mnssen daher Einiges fiber diese Gravitationswirkungen und 
iiber die Art, wie sie sieli mit der Wirkung der ]astischen Krafte 
znsammensetzen^ voraussehicken. Wir ordnen die folgenden Erorte- 
rxmgen in eicte Eeilie voa Einzelproblemen, 

Erstes Problem, Eine homogene, incompressible Flussigkeitgh 
masse steht unter dem Einflufs der gegenseitigen Gravitation ihrer Teile 
und wurde im Bukeznstioide eine Kugel vom Bardius R bilden; sie wird 
in Rotation um eine foste Axe versetzt; die Winkelgesckwindigkeit 



*) Monthly Notices Astr. Soc, London (1892), Bd. 53, pag. 3S6 und Astro, 
nojnical Journal Bd. ll t 12, 19, 

**) On the Botatioa of an elastic Splieroid t Plailos, Trs-fisactions R. Soo. 
London (1806) Bd 1ST, pag. 319. 

***) Verdffentliehuagen des geodatigcken Instituta in Potsdam 1912 1916 t 
and ZeEtralbiireaji der intern. Brdmeasung 1921. 
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sei G). Eine mogliclie Gleichgewiclitsform der Flassigteit 1st dann ein 
abgeplattetes TJmdrehHngsel!ipsoid, welches die Rotaiionsaxe zur Sym- 
metrieaxe hat (Mac Lanririsclies Ellipsoid). Die Elliptmfat desselben 
wirdj unter der Annahme, dafs dieselbe Jdein ausfallt, durch die Formel 
gegeben 

/^\ 6 eo s j? 

a) *-T-r 

wo g die CrravitationsbescblennigHng an der Oberflache nnserer Flussig- 
keit bedeuiet 

Den Verhaltiiissen der Erde entsprechen die folgenden in Metem 
und Sekunden ausgedruckten ZaUenwerte: 



> 31 ' 

Bei der Ableitung der 6rl. (1) konneii wir, wenn wir nns aictt 
auf die (tibrigens sehr bekannten) Formeln for das Potential eines 
Ellipsoides berufen wollen^ anit Vorteil an unsere friihere VorstelLxing 
des ? ,Erdringes" anknupfen. Ebenso wie fruher die feste Erde ersetzen 
wir jetzt unsere ellipsoidische FMssigkeit durch eine Kugel (Radius 
J2 ? Masse M) und einen in der Aqnatorebene des Ellipsoides gelegenen 
Ring (Radius JR 7 Masse m). Wie wir in 1 dieses Kapitels salien^ 
wird das Gravitationspotential der Kombination Kugel + Ring in einem 
aufseren Pnnkte bis zu den Gliedem zweiter Ordnnng einschliefslich 
gleicb. dem Potential irgend einer anderen Massenverteilung yon den 
gleichen Haupttragheitsmomenten. Die Tragheitsmomente nnserer Fliissig- 
keitsmasse um die Rotationsaxe (^-Axe) bez. tun xwei dazu senkrecWe 
Axen (y- und a;-Axe) seien C y A, A. TJnter der Elliptizitat Terstehen 
wir wie fruter das Verhaltnis *) 



Die Masse m des Binges ist nach GL (1) von 1 folgendermafsen zu 
wablen: 



/o\ ^ " w -~ A) 2 A 4 

(6) m - ^r - -^j B -g- 



*) Neben dieser Definition kommt in der Litteratur die folgende vor: 



wo a die grofse, b die Heine Axe des EHipsoidea bedoutet. Man. uberzeugt; 
leiebt mit Biicksiclit atif pag. 600, dafs fur eine jwmog&ne Massenverteilung diese 
Definition bis anf Edhere Potenzen Ton s mit der mnsrigen tlbereinstimmt. 
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2 
wobei wir ffir A den Naherongswert JL = y Jf B* eingeMirt haben, 

der das Tragheltsmoment einer Kugel Tom Radius R bedeufcet. 

1st r der Abstand ernes beliebigen aufserea Pnnktes J? Tom Mittel- 
pnnkte der Fltssigkeitsmasse, so wird das Potential von Kugel und 
Eing in P 

+ r *3> 

^ r 2J yi + (I2/r) 2 



die Integration erstreckt iiber den Umfang des Binges. Dabei be- 
deutet $ ahnlich. wie pag. 639 die Abkiirzimg 

xx* + <yy' -f zz 



_ y 

wo x, y, % die Koordiiiaten von P, a?', j/ ? / die eines Ringpunktes 
sind. Legen wir die ir^f-Ebene durch den Pratt P nnd die #?/-Ebene 
dnrch den Eing r nnd nennen den Winkel zwischen OP und OX, 
so wird 



nnd 

s = cos 9 cos <p. 

Die Potenzentwickelung der Quadratwnrzel liefert ahnlick wie pag. 639: 
1 



nnd die Ausfohrnng der Integration 
(4) 



Daher wird das Potential der Anzielimig ? wenn. wir fur m den Wert 
(5} eintragen: 



Wir suchen den Wert TOM F ftir die Oberflacte der FMssigkeitsnaasse, 
deren G^leichnng wir setreiben dtofen: 



(vgL GL (2) TOB pag. 601, wo wir ftr den dort definierten mittleren 
E^ins m den Nfakerungswert E nehnaen). Wegen der Kleinheit Ton s 
konnen wir 
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sckreiben. Diesen Wert tragen wir in das erste Glied des Ausdrucks 
fiir F eia; femer diirfen wir in den folgenden mit s bebafteten imd 
daher als klein zu bebandelnden Gliedern des Potentials direkt r * It 
setzen. Es ergibt sick so: 

C6) V_f( 1 + 4_ s(l _,( c<) ,,e-j) + ...). 

Die Oberflaclie der rotierenden FMssigkeit nmfs eine Flaelie kon~ 
stanten Druckes sein. Daraus folgt naeb. den Grundsatzen der Hydro- 
dynamik, dafs aucli die potentielle Energie der auf die Masseneinieit 
der FMssigkeit wirkenden Krafte langs der Oberflaelie konstant sein 
Biiifs. Diese Bjrafte sind die Gravitation einerseits nnd die Centrifagal- 
kraft andrerseits. Die potentielle Energie der ietzteren ist ? fiir die 
Masseneinheit bereclmet, in einem beliebigen Punkte des rotier^nden 
Ellipsoides : 



also insbesondere in der Oberflaelie des Ellipsoides^ wo nahertmgsweise 
r == It ist ; mit einer kleinen formalen Abanderung: 



(7) 

Damtt die Summe F+ U anf der OTberflache der Flussigkeit einen 
konstanten ; d. k von & unabkangigen Werfc erbalt ? ist es notwendig, 
dafg die Faktoren von (cos 2 \ in (6) nnd (7) entgegengesetzt 
gleick sind. Dies liefert die Gleicliung: 



^ ^ 6 E 

woraus sieli ergiebt: 

JL ^A s 

*" 4: f M ' 

Ftibren wir noch die GravitationsbescHennignng g an der Oberflaelie 
unserer Fliissigkeitsmasse ein, namliela g = fMfR? (nalierungsweise), 
so erhalten wir direkt den oben angegebenen Wert s ans Gl. (1). 

GL (1) ist von Glair ant gegeben und bildet eine Grandformel in 
der Theorie von der Figur der Erde. Sie setzt nacli Stokes voraus, dais 
die Aquipotentialflachen der Gravitationskraft allein nnd ebenso die dec 
Schwerkraft allein annatemd spharisch sind 

BekanntiieE bezeichnet man diejenigen Funktionen von 0, die in 
GL (4) als Koeffizdenten der verschiedenen Potenzen von R/r bei der 
Entwickelung des rezdproken Abstandes aweier Punkte anftreten, als 
KugdfunMonen*}. Eine solche Fiinktion 'nnd zwar eine ?? K-agelfunktion 



*) Grenaner gesagt al<* KwgelflacfonfunMonen. Unter iner rawmlichen 
fmfction v^steht man jeden Ansdruck, der homogeB in den recMwiakKgen Koordi- 
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zweiter Ordnnng" 1st der obige Ansdnack cos 2 2/3. Die vor- 
stehend berechnete Reihe (6) fiir F stellt, konnen wir sagen, die Eat- 
wiekelnng des Potentials nach Kugelfnnktionen dar. Ferner haben wir 
in GL (7) aucfa. den Ansdruck von U nach Kugelfanktionen geordnet. 
In der Gleiehgewichtsbedingnng (8) endlich haben wir die beiden Terme 
von V und U, welch e unsere Kugelfonktion zweiter Qrdnung enthalten, 
mit einander vergliclien und gelangten dadurcL zur Berechniing der 
EUiptizitat. Wir konnen diese Gleichgewichtsbedingung scKematiscli 
folgendermafsen sckreiben y werm wir mit ?7 2 nnd F 2 den betr. Term 
in der Entwickelnng von U nnd F bezeichnen, wobei wir F g fiir die 
EUiptizitat 1 berechnen nnd bei der Berechniing von ?7 2? mit Biicksicht 
daraufj dafs die Centrifugalkraft eine storende Ursache von kleinein 
Betrage darstellt^ von der EUiptizitat iiberhaupt absehen: 

(9) F 2 =C7 2 , F 3 = -f 

Wegen naherer Ausfiihrnng der Theorie, insbesondere bei betracht- 
lichen Werten der Elliptizitat 7 miissen wir auf die Litteratar*) verweisen. 

Zweites Problem. Eine homogene elastisch-feste Kugel voin 
Badins E nnd der Diehte p wird mit der Wmkelgegchwindigkeit CD nm 
einen ihrer Durchmesser gedreht. Sie geht dabei in ein abgeplattetes 
TJmdrehnngsellipgoid tiber 7 welches die Rotationsaxe zur Symmetrieaxe 
hat. Das elastische Verhalten des Materials sei dadnrch bestimmt ; dafs 
wir den Elastizitatsmodtd (JE) geben nnd annehmen, dafs das Material 
incompressibel sei ; dafs also das Poissonsche YeriSltnis von Quer- 
kontraktion zn Langsdehnung den spezieHen Wert 1/2 babe. Die 
letztere Annakme vereinfacht die Eechnungen nnd hat anf das Besnltat 
keinen erheblichen Einflnfs. 

Die Uli^tiz^M des so entstehmden Ellipsoides wird alsdann 



Um aneh bier zunachst ein Zahlenbeispiel an geben, welches sich. 
den Verhaltnissen der Ercie anschliefst, wahlen wir in CGS-Einheifcen 



* 60 



naten x, y, JET 1st und der Potentialgleichuag genflgfc. Man beachto iibrigens, dafs 
Im Gegensatz 211 der gewoimlichen Sehreibweise der Kugelfunktionen 8 bei xins 
die geographisclie Breite nicht die Poldietanz bedeutet. 

*) Ausffihrliche Litteratoaagabe bei A. E. H. Lo vo, Encykl. d.math, Wissensch. 
Bd IY. Art. IS, NT. 4. In der neuoren geophysikalisclieii Litterainr wird tlbrigens 
sfeatt des gewShnlichen Elasticity tsmoduis der Torsi onstnodnl (Scbxib el aefcici feats- 
modul) bevorzugt, der im Falle der IncompregHibiUtiit gleick E/8 wird. 
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und nelimen E gleicli dem Elastizitatsmodul von SfcaH ; cl i, rund 
gleich 2,2 - 10 6 (kg Gewickt/em 2 ) = 2,2 - 981 10* CGS-Einheitenu Es 
wird dann 



Bei der Ableitung der Gl. (10) niiissen wir auf die Grundlagen 
der ElastiziiStsfcheorie zuriiekgelien. 

Sind u, t? ; w die Verrtickimgen eines Punkfces im Innern der 
Kngel nach den Koordinatenaxeii, welehe letztere ebenso wie miter 1} 
gewalilt werden ; so gilt zunachst wegen der Torausgesetzten Incom- 

pressibilitat: o - o 

cu , ov , dw A 

(12) ~^ + B^ + Ji^' 

Die elastisclien Differentialgleicliuiigeii nekrneu ftir eia incompressibles^ 

darcli Centrifugalwirkungen beanspruchtes Material die Form an: 



(13) 



-f- A, + ^- 
B l cy 



A bedeutet wie tiblicK die Abkilrzung fur deii zweiten Diifcrential- 
parameter ? jt? ist ein von Ort zu Orfc wechselnder allseitiger Druck 7 
welclier so zu bestimmeii ist ; dais der Bedingung (12) Genuge geleistet 
wird. Z7 2 bedeutet den oben definierten mit variabeln Teil des Po- 
tentials der Centrifugalkraft (s. Gl. (7)): 



Wie man sielit ist U% (rgl. die Anm. zu pag. 691) eine raumliche 
Kngelftnaktion zweiter Ordnnng. Von dem in (7) zu 7 2 hinzutretenden 
Terme -5- co 2 r 2 sehen wir im Folgenden ab ? da dieser nur die Grofse, 

o 

Dicbt die Gestalt der Kugel abandern tana und bei einem incom- 
pressibeln Material iiberliaupt ohne Einflufs ist 

Die Differentialgleichuagen (12) und (13) sind noch zu erganzen 
durcb die Bedingungen dafur 7 dafs die Kugelflacke eine loraftefreie 
Oberflache ist. Sie besagen, dafs die auf jedes Oberflacbenelement 
wirkenden Spannungen nacli alien drei Koordinatenrichtungen ver- 
schwinden miissen, Li den Verruckungen u, v, w gesehrieben lautet 
die Bedingung for die #-Riehtung ; 

f \ , E 
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da fiir die Kugel cos (n, x) : cos (n, y) : cos (w, #) = x : y : # y konnen wir 
hierfQr sckreiben: 

I 14 I OS 4 l it r- $ ~ I ^J j M | $ X~~ ' == " ' $j , 

(7 3G () 1? u % (j Q& Q 3 CG **j 

Die auf die y- und ^-Richtung beziigliclien Bedingungen folgen aus 
(14) duxct cyklische Verfcauscliung von (xy*) 9 (uvw). 

Wir behaupten nun, dafs den Grleicliungen (12) bis (14) bei ge- 
eigneter Wabl der Konstanten cc, fly y durch den folgenden Ansatz 
geniifft wird: 

o o _ ,__. rt __ _ 



(15) 



welcher somit die vollstandige Losung des gestellten Problems entlaalt* 

Bei dem folgenden Beweise werden wir des ofteren von den 

aaclistelienden Regeln Gebrauct zu machen taben, welche unmittelbar 

aus der Definition der Kugelfonktionen und ihrer Homogenitat folgen: 



_ 

Wir tragen den Ansatz (15) zunaclist in die Gleichung (12) ein 

und erhalten; 

du . dv , dw /A Q * -i * \TJ A 
^ + ^ + 8? == ^+ 14 ^^ == 5 

Mernack ist 

(16) 0---5-y 

KU wahlen. Indem wir auf die erste der Grleicliungen (13) ubergeke% 
beredmen wir nach (15) und (16): 



Es mnfs also nach, (13) sein: 

dp 
__ 

entsprectend ergiebt sich. 



Wir scfaliefsen liieraus ; indem wir von der Hinznafiigung einer Inte- 
grationskonstanten absehen: 

(IT) P 
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Schliefslich haben wir die Oberflaclienbedingung (14) zu befcrachten. 
Wir bilden zuulcast ans (15) 



GL (14) verlangt also mit Riicksicht auf (17): 



Wir tragen f8r |3 den Wert ans (16) ein und schreiben, indem wir 
die auf die y- und ^-EiehttiBg bezfiglichen Gleielmngeii Hnzufiigeii: 



Wird nimmeTir der Ansdruck (7^) fur Z7, eingefiikrt, so werdea die 
beidea ersten Grleicliungen nach Forthebung je eines gemeinsamen 
Faktors unter sich. identisck. tlnser G-ieiclmngstripel reduziert sieh 
auf das folgende Gleiclnnigspaar: 



- 0, 

weteh.es in alien Punkten der Kugeloberflache r *=* -B erfullt sein soil. 
Es ist dieses nur moglidb, wenn 

(18) 2-8yJR 2 = 0, 19y^^-0. 

Durcli diese Gleiehungen zusammen. mit Gl. (16) sind die erforderlichen 
Werte unserer Koeffizienten i^, ^J, y bestimmt; sie lauten: 



Gleiclizeitig ist dnrch diese Bestimmung der Beweis ffir die Ricktigkeit 
des Ansatzes (15) erbracnt 

Es ist nun leicht, die Elliptizitat des durch die Deformation enfr- 
stenenden Ellipsoides zu berechnen. Wir bilden zu dent Zweoke den 
Ausdruck fiir die radiale Verruckung eines Punktes an der Oberftacke 
der Kugel, namlicli 

~(u% + vy + wts). 
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Naeb. (15) wird: 



also wegen (19): 
(20) 

Aadrerseits wird diese selbe Verruekung, wenn wir sie aus der Ellipsoid- 

gleicliung (5) bereehnen: 

(21) $R=~r M = Re (eos 2 6 - -|) - 

Durcb. Vergleich von (20) nnd (21) folgt^ wenn wir den Oberflachen- 
wert YOU C^ ans Gl. (?') entnehmen, in der That der in (10) an- 
gegebene Wert s = %. 

Wir wollea aocH das Resultat der Vergleiehung von (20) und (21) 
in der folgendea Form darstellen, die uns demnachst von Nutzen 
seio. wird: 
(22) 



TF 2 bedeutet eine KugeMachenfenktioii, durch welche das elastische 
Yeriialten unserer Kugel daarakterisiert wird. GrL (22) kann ahnlicL. 
wie GL (9) als Gleichgewichtsbedingung angesprocten werden, da eie 
uns angiebt, bei welcher Abplattung die Centrifagalkrafte durch die 
elastischen Kraffce an der Oberflache gerade anfgehoben werden. 

Die vorstebendeii Eesultate sind unter allgemeineren Voraus- 
setzungen von Lord Kelvin*) abgeleitet worden. Lord Kelvin be- 
traehtet statt eines incompressibeln ei&en beliebigen elastischen Korper 
nnd statt der besonderen Kugelfonktion J7 2 eine Storungsfunktion U n 
von der Ordnung ; aueb beriicksichtigt er die bei der Erde nach.- 
weisbare Zunahme der Dichte nach dem Erdmittelpiuikte Mn. Dnrcb 
Toranstellen der einfachsten Annakmen gelang es tins, die Kelvinscben 
Recknnngen ^bedeutend zu kiirzen. 

Drittes Problem. Wir betrachten abermals eine Kugel ans elastisch- 
festem Material, die in der Umdreliung eo begriffen ist ; beracksichtigen 
aber anfser dem elastisclien den von der gegenseitigen Gravitation Direr 
Teile foerrfthrenden Widerstand gegen Formandernngen. Bei gleicbem 
elastiseheB Yerbalten me im vorhergehenden Falle mufs die Elliptizitat 
jetzt Meiner ansfaUen, weil der Widerstand gegen die Abanderang der 
Kagelgestalt vergrofsert ist. Wir tehautpten, d&fs sick nunmehr die 
JEOipK^itSt atts der Formel ftereehnet**): 



*) Thomson und Tait, Hatural PMlosopky, Part IT, namentUcii arfe. 834. 
lionisoE, Matiiem. and Phys. Papers, "Vol. ffl, art. 45. VglauchA.E.H.Love, 
Elasticity, Cambridge 1892, Chap. X. 

**) Tlio-cuon und Talt, Katoral Philosophy, art, 840. 
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(23) f-f+f 

*3 S l S St 

wo % und 2 dnrcli OIL (1) und (10) bestimmt sind. 

Der Beveis 1st in den Gl. (9) und (22) enthalten. Wena allein 
die Gravitation oder allein die Elastizitat den Centrifngalkraften ent- 
gegenwirkt ? fanden wir: 

(24) % F 2 - % bez. * 2 F 2 = U 2 . 

Wenn beide Widerstande zusammen das Gleickgewiekt gegeniiber den 
Cejatrifagalfcraften kerstellen, lantet die Gleickgewicktd>edingiing, unter 
3 die minmehrige EUiptizitat verstanden: 

ttVt + etWt-U,. 

Dividieren wir- diese Gleiclmng dureli s U 2 und driicken wir die 
Verhaltnisse F 2 /?7 S , W^/U^ nach (24) dnrcli ^ nnd 2 ans ? so ergiebt 
sich. genau die zu beweisende Gleiehnng (23). 

Fur erne Yersudhjskngel yon raafsigen Dimensionen ist S L aufcer- 
ordentlich grofe gegen ^ 2 . Ans (1) und (10) ergiebt sich namlicli 



a s "~" 6 

Die Grofse g^ welche die auf der Oberflache nuserer Versu<5liskugel 
stattliabende^ dureli deren Gravitation bewirkte Fallbescfaleunigung be- 
deutet, ist nm so viel Heiner als die Fallbeschleunigung auf der Erde ? 
wie der Radius der Engel Heiner ist als der Erdradins, (gleieiie mittlere 
Diclite von EJigel nnd Erde vorausgesetzt). Aus dieser Eleinteit von 
g sowie ans der Grofse von E folgt, dafs ^ gegen % > ajso l/% gegen 
l/^ 2 vernacHassigfc werden kann. GL (23) besagfc in diesem Falls 
% = %; d. b.. imter Laboratoriumsverlialtnissen konnte man bei der 
fraglichen centrifogalen Deformation von dem Einflufs der Gravitation 
kurzweg absehen. Mit Yergrofserung der Dpiensionen der Kngel ninimt 
aber sje^. <juadratiscli ab; bei einer Kngel von der Grofse der Erde 
and der Elastizitat des Stables ist dementspreeiend l/ t ===== 231 gegen 
l/ a 465 nictt melir zu vernacHassigen. Die EUiptizitat einer 
soleken Kngel ware daber nack (23) zu bereclinen nnd wiirde rund 
1/700 betragen, also wesentlicli kleiaer sein, wie wenn die Elastizitat 
allein der Centrifngalwirkung entgegenarbeiten wiirde. 

Man mnfs aber nicht glanben^ dafe die beobaektbare Ellipti- 
zii^t der Erde in dem kier erorterten Sinne dnrck die gemeinsame 
Widoing von Gravitation und Elastizitat bestimmt wiirde , so dais 
ikre Bereeknnng tinter Zugrnndelegung eines geeigaeteu Elastizitats- 
grades JS nack der Foroiel (23) zu erfolgen katte. Wir miissen uns 
vielmekr vorstellen, dafs die Erde einst, so wie die Sonae jetzt, ia 
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feurig-flussigem Zustande war. In diesem Zustande konnte nitr die 
Gravitation der Centrifiigalwirkung das Gleichgewicht halten. Die 
Elliptizitat mnfste also s = 5 rn^Hj^g betragen. Bei allm'ahlieher 
Abkuhlung der Brdmasse trat alsdann Erstarrung ein und zwar nach der 
Schilderung, die Lord Kelvin von diesem Vorgange entwirft, durch 
einen verhaltnismafsig rasehen Prozefs. Die Elliptizitat der numnehr 
festen Erdform stimmte dabei 3 darf man annehmen, im Wesentlicheii 
mit der der fruheren Flussigkeitsform uberein. In dieser Form ist die 
Erde ; bei gleichbleibender Rotation co ; spannungsfrei. Die Erde be- 
findet sich in dieser abgeplatteten Form in ikrem natiirliclien Zustande; 
elastisciie Emfte treten nur auf ; sofern durch Abandernng der Rotations- 
veri.altnisse oder durcli anderweitige Krafte eine Abanderung dieser 
ursprungliclieii Form angestrebt wird ; wobei die elastischen Krafte in 
dem Sinne wirken werden, dafs sie jene spannnngsfreie Form wieder- 
herznstellen suclien. 

Es folgt kierans ; dafs man ans der leutzutage beobachtbaren 
EHiptizitat iiber die elastischen Eigenschaften des Erdkorpers un- 
mittelbar nichts entnehmen kann. Die Saclie liegt hier anders wie 
bei der oben erwaLnten Yersuchskngel, deren naturliclier Zustand bei 
niclxt vorhandener Rotation die Kugelform sein sollte ; bei der also 
elastische Widerstande auftreten, wenn dnrch. die Centrifugaiwirkung 
diese Kngelform abge'andert wird. Infolgedessen wird sich in der 
Grestalt der rotierenden Versuctskugel der Einflufs der elastischen 
Krafte und zwar bei mafsigen Dimensionen 7 wie wir sahen, in vor- 
herrschender Weise auspragen; dagegen legt die thatsachliche Gestalt 
der Erde bei normaler Rotationsgeschwindigkeit o nur von der Gbra- 
vitationswirkung Zeugnis ab. 

Viertes Problem, iadem wir uns den bei der Erde vorliegen- 
den Verhaltnissen um einen weiteren Schritt nahern ; gehen wir jetzt 
von einem in der Umdrehung co begrijBfenen abgeplatteten Ellipsoid von 
der Elliptizitat fj aus, welches aus gravitierendem, elastischen Material 
besteht und sich in dieser Form und Bewegung im spannungsfreien 
Gleichgewieht befindet. Wir fragen ; welche Elliptizitat s es annehmen 
wtirde, wenn die HotaMon aufhort. Diese Elliptizitat wird jedenfalls 
kleiner sein als ^; dabei wird die Gravitation die VerHeineraag der 
Elliptizitat begiinstigen, die Elastizit'at ihr widerstehe^ 

Wir behaisvpten, dafs sich die gesuchte Ettiptigitai a mitiels tier 
fricher (Gl. (1) und (9)) lerechneten EllipMzitaten % und 2 fdgend&r- 
mafsen ausdruckfr: 

(25) --3r 

v ' 
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Daneben nierken wir nock den Untersckied der Elliptizitaten in dem 
spannungsfreien Zustande bei der Rotation CD und dem Zustande nack 
Aufkoren der Rotation an. Dieser Untersekied keifse '; er betragt 
nack (25) 

(26) /= = A^. 

' l *i + *t 

Den Beweis fiihren wir auf doppelte Art: 

a) In dem naturlicken Zustande des Ellipsoides (Rotation # ? Ellipti- 
zitat a x ) kerrsckt Gleichgewicht zwischen Centrifngalkraften und Grari- 
tation. Nack (9) gilt daker fur diesen Zustand: 



In dem defonnierten Zustande (Rotation ? Elliptizitat e) kaben wir 
dagegen Gleickgewickt zwiscken Gravitation nnd Elastizitat. Da die 
elastiscken Krafte nack dem spannnngsfreien Zxistande (Elliptizitat ^) 
kinstreben, ist die elastiscke Wirjrang jetzt zu messen durck den 
Untersckied E der Elliptizitaten und wird gegeben durck eW^ Das 
Gleickgewickt zwiscken Gravitation und Elastizitat erfordert 

y z = s ' W% oder F 2 == (^ e) W%. 

Wir dividieren diese Gleickung durck t^ und setzen nack (9) und (22) 
F 2 //" 2 =- l/%, Tr/Z7 2 l/%- Darin ergiebt sick 



was mit GI. (25) ubereinstimmt. 

Indem wir direkt an die oben gefundene Losung unseres dritten 
Problems anknupfen ; konnen wir auck folgendermafsen sckliefsen: 

b) In dem spannungsfreien Zustande s des rotierenden Ellipsoids 
denken wir uns die Centrifugalkrafte gegen. die Gravitationswirkungen 
gestricken. Um zu dem rotationslosen Zustand tiberzugeken, kaben 
wir die Centrifugalkrafte im umgekekrten Sinne (also centripetal), 
sowie den "Untersckied der Gravitationskrafte gegen jenen friikeren 
Zustand im umgekekrten Sinne (oder centrifugal) an unserem Ellipsoide 
anzubringeiL In dem gleicken (centrifiigalen) Sinne wirken die elasti- 
sdhten Kxafte, die ja den Zustand s^ kerzustellen streben, Mitkin 
wirken bei dem tTbergange von dem Zusiande % zum Zustande s, d. k. 
bei der Elliptizitatsanderung s', die elastiscken Erafte und die Unter- 
sckiede der GraTitationskrafte zusammengenommen den dem Sinne 
nack umgekekrten Centrifugalkraften entgegen. Die so entstekende 
JLndjerung a' der Elliptizitat kann daker unmittelbar nack Grl. (23) 
berecknet werden; wir erhalten: 
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was mit (26) ubereinstimmt, 

Nacb. Erledigung dieser Tier vorbereitenden Probleme gelien wir 
ntm auf den eigentlichen Gregenstand dieses 7 die ErH&mng der 
Cfiandlerschen Periode, ein. Dabei erinnern wir uns der Resultate aus 
Kap. VII, 8 ; betreffend die Nutationsperiode*) eines Ereisels von 
defonnierbarem Material und nahezn kiigelforiaiger Grestalt. Wir sahe 
pag. 607. dafs diese sich aus der ;; urspriingliclaen^ EUiptizit'at s, die 
der Ereisel im Ruhezustande bei der Rotation NnE haben wiirde ? uud 
niclit aus derjenigen Elliptizitat berechnei, die das in Kotation begriffene 
Spharoid anfweist und die wir E = s + e iiannten. Die Pormel lautete 
(vgl. Gl. (12) yon pag. 607): 
. NntatioBSperiode _ !_ 

V ' UmdreEungsdauer .* 

Im Falle der Erde ist die TTrndreliungsdauer gleicli einem Tage, B be- 
deutet diejenige Elliptizitat^ die die Erde bei der Rotation Null an- 
netmen wiirde ; ist also nacii (Sri. (25) zu bereciinen. Die Elliptizitat 
E des rotierenden Kreisels ist im Falle der Erde mit % zu identi- 
fizieren; die Different beider Elliptizitaten wurde im Vorstehenden 
sowohl wie fniher mit / bezeiehnet. Dabei besteht der Unterscliied ? 
dai^ wir nns friilier diese zus'atzliclie Elliptisitat allein dnrcli die 
elastisclien Bigenscliaften des Kreisels bedingt dacbten, wabre^d sie 
bei der Erde im Sinne der Grleichung (28) aus den elastischen usd 
6raTitationswirkniigen zusammen kervorgeht. Die Anwendbarkeit unserer 
frulieren Uberlegungen wird dadurcb aiiclit beeintraclitigt ; d^nn PB 
wurde bei jenen lediglich. das Vorhandensein einer Deformation fib^r 
hanpt, nictt die Umstande ; unter denen dieselbe zustande kam ? in 
Reolmxing gesetet Ebensowenig macht es ffir die inecliamsclie Be- 
traehtung etwas aus^ dafs wir fruTier den Kreisel iin rotationslosen 
Zustande s als spannungsfrei, im Zustande s + s dagegen als elastiseli 
beansprucht ansaken^ walirend uragekekrt die Erde iin Zustande 
t = s ~f- S ' spannungsfrei ist und in dem daraus abgeleiteten, gedacliten^ 
rotationslosen Zustand s von elastiselien Spannungen ergriffen ist, in 
solchem MaJfee, dafs sie vielleieht unter dem, Einflufs dieser Spannungen 
zerbersten wlirde. Denn es kann nns fur die Bestimmung der Be- 
wegung eines Korpers gleiehgultig sein^ ob an dem Korper ein Kraft- 
system hinzugefiigt oder fortgenommen wird,, vorausgesetzt, dafs sieli 
dasselbe am Korper das (rleichgewieht halt. 

*) Wegeu der Beuenniuig (fireie Nutation = kraffcefreie Fticession) vgl. dea 
Aafang von 8 t p 590 unten. 
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Nacit Qleicknng (29) nnd (25) wird nun die Periode der freien 

Nutation der Erde^ in Tagen ansgedrtckt ; gleieb 

(30 ) l+4_i( l+ i). 

Ware das Material der Erde absolBt stair (ikr Elastisltatsmodul ua- 
endlieb. grofs ; also 2 *= 0), so wire di Nntationsperiode ans der 
Elliptizitat der rotierendm Erde zn berecbnen und gleiei. !/%. 1st 
aber die Erde elastiseb. n&ehgiebig (Elastizitatsmodiil endlicb ? %>0) ; 
so kommt es axif die ElHptmtat der votaMonslos gedackfm Erde aa3 
und es tritt zu 1/fj ein ZnsatzgKed Mnzn. Die dastiseJ^e Nackgiebigkeii 
d&r Erde verlangert also die Periode der freien Nutation, nnd srwar In dem 
Verhaliaiis 1 -f ^/^ : 1. Legen wir beispielsweise der Erde den Elasti- 
zitatsmodul des Stables bei ? so ergiebt sick far dieses Vergrofserangg- 
yerhaltiiis: 



Setzen wir die Nntationsperiode der absolnt starren Erde (Enlersche 
Periode) gieiet 10 Monaten ? s folgt als Nntationsperiode einer Erde 
TOB der Elastisitat des Stables die Zeitdaner Ton 15 Monaten. Da 
andererseits die Beobachtong eine Nutationsperiode yon 14 Monaten 
(Chandlersebe Periode), also gegentiberderEnlerscben ein Vergrof sellings- 
verbaitnis Ton 1,4 ergeben hat ? so scbliefsen wir ? dafs fur das Material 
der Erde 



gelte. Hierans konnen wir den effektiyen Elastiizitategrad der Erde 
entnehmen. Es ergiebt sicb 



^ 

Naeb GL (10) ist die Grofse % dem Elastisitatsinodid des beir, 
Materials mngekehrt proportional wid nacb GL (11) gilt fur Stahl 
^ 1/465. MitMn bereehnet gicb der Elastizitatsmodtd der Erde 
gleicb dena 578/465-fa.cben^ d ii gleick dem 1,24-facben de Elasti- 
riiitsmodiils Yon StahL Wir IwaMAm also der Erde nwr einen sehr 
geringen Grad von elasiischer Na#hgi&iyTmt 8&mtschr&b&i, um die V&r- 
der HMersdwn in die Ghandtersehe Periode <mf dmem Wege 
esrUa^m: Die Erde vm/s ilwem durckschniKlichen atesfedlm 

nach m<ih etwas wmiger nmhgiebig s&in 
nock etwa$ Mhenren Ela^i^afamodul besi$0eM wie 

Bei dieser ScHnfeweise bedarf noch ein Piinkfc der ErEntertmg, 
Der sngegebene Wert (30) fflr die Nntationsdauer del 4 Erdaxe ergiebt 
nnter der Annabme der Starrbeit (%0) die Periode lfa*~'2$l Tage. 

IXLAuB. 45 
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Diese Periode 1st von der Enlerscken yersckieden und betragt nock 
nickt 8 Monate. Der Grand dieser Versckiedenkeit liegt natiirlich 
darin ? dafs die wirklicke Elliptizitat der Erde von derjenigen yer- 
sckieden 1st, die wir nnter der Annabtme komogener Massenverteilung 
anf kydrodynamisckem Wege berecknet kaben. Im Vorstekenden kaben 
wir BUS offenbar eine gewisse Inkonsequenz zra Scbnlden kommen lassen, 
indent wir das Vergrofsemngsyerkaltnis 1 + ^2/% mB ^ er theoretiscJien 
Formel (30) bestimmten ; dagegen die Entationsperiode bei starrem 
Yerhalten der Erde gleich der Eulerachen Periode setzten, welcbe 
mittelbar ans den astronomiselieii Bedbaekfangen Hber die Pracession der 
Erde entnommen wird. Diese Inkonsequenz lafst sick nacktraglick 
folgendermafsen recktfertigen. 

Der tkeoretiscke Wert f i == 1/231 nimmt auf die Tlngleickfonaigkeit 
der Massenyerteilnng im Innern der Erde keine Eiicksickt und stellt 
nur eine obere Gfr&n0e fiir die Elliptizitat der Erde dar ? deren mittlere 
Dickte erfakrungsgemafs viel grofser ist als ikre Oberflaekendicbte. 
Tkatsacklick ist denn anck die wirHicke Elliptiritat der Erde (1/304 
nack den astronomiscken Beobaektnngen, TgL pag. 663) oder die wirk- 
licke Abplattung (1/298 nack den geodatiscken Messnngen) kleiner als 
der fnr komogene Massenyerteilnng berecknete Wert 1/231. Anck ist 
es Har, dafs bei inkomogener MassenTerteilnng der Begriff der Ellipti- 
zitat selbst insofern tmbestimmt wird ; als die beiden pag. 689 genannten 
Definitionen aJsdann zu Tersckiedenea Zaklenwerten fukren mussen. 
Die eine im Text gegebene Definition konnten wir als Massm~Mli$ti- 
zitiih die andere in der Anmerknng gegebene sum Untersekiede davon als 
Abplattung oder als Ob&rflacJien-EUiftmtat bezeicknen. Zaklreicke TJnter- 
snckur^en YonRadan ? Callandreau^ Poineare und iilteren Forsckern 
besekaftigen sick mit der Frage y wie das (als steMg voransgesetzte) Gesetz 
der Dicktigkeitszonakme nack dem Erdinnern besckaffen sein mnfa, damit 
es mit der erfokrangsmafsigen Mstssen- und Oberflackenelliptiirit'at, sowie 
mit der erjfekrungsmafsigen mittlerenErddickteyertraglick wird. Wir yer- 
weisen dieserkalb anf die znsammenfassendeDarstelliing TOB Tisserand*)^ 
dessen Berickt kinznzufiigeii ist y dafs E. Wieckert^*) die einseklagigen 
astronomischen und geodatiscken Datem zu einer bemerkenswerten 
Tkeorie des Erdiuneni znsammeiigearbeitet hat^ gegen welcke allerdings 

*) Tisserand, M^caniqne e^leste, 1 2 r cliap. XIV, insfeesondere art. 110112, 
**) E. Wiecliert, Die Massenverfceilimg im Innern der Erde, GotMnger 
EacMchten 1897, pag. 221. VgL wch <j. H. Darvin, Monthly Notices of the 
B. Astr. Soc. London Vol. 60 (1899) Nr. 2. Die Ergebnisse von Wiechert und 
Darwin werden Yerglidhen yon F. E. Helmert, Sitzungsbericbte der Akademie 
d. Wiss, Berlin 1901, p. 328. 
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in neuerer Zeit nainentlick Y0n Sehweydar Bedenken erhoben wordeo 
sind. In dleser Tlieorie wird die Erddieite sis sprimgweise yeranderlieh 
angesefefc ; die Erde namKcli al& aus einem dieiteren MetaHkern und einem 
weniger dichten Gesteinsmantel besteliend angenommenj welche YOU 
einander dureii eine sahfltissige ZwiselienscMclit getrennt werden, 
Die Grofsen- und Hassenyerlialtidsse YOU Kem mid Maaatel lassen sich 
dabei so Tbestimmen^ dafe sowotl die Massen- wie die Oberflaclieii- 
elliptizitat richtig heraiiskouamen und dais die Oberflache des Mantels 
genau und die Oberiaehe des Kernes nakezu dem spaiuumgsfreien hydro- 
dynamisclieE Gleichgewicht entspricht. Wir erwaimen diese Arbeiten 
tder^ urn begreiflici. zu maclien, dafs dm'ch geeignete Anuainjaen aber 
die Massenverteiliing der tbeoretisclie Grenzwert 1/231 thatsachlioh 
in den beobacliteten Wert der Massenelliptizitat 1/304- sowie in den 
beobachteten Wert der Abplattung iibergefiikrt werden kann ? dafs sich also 
insbesoiidere die Massenelliptizitat wegen der lahomogeuitat der Erde im 
"Verhaltnis 231/304 verkleinert. In dem umgekehrlen Verhaltnis mills sich, 
daaxu die der gtarrea Konstitution entsprecbende Ifutationsperiode, die ja 
der Massenelliptkitat umgekeHrt proportional war, yergrofsem nnd es liegt 
nahe amunelimeB, dais sich in eben diesem VerLaltnis auck die der wirk- 
lichen elastiseben Eonstitiition eatsprechende NutatioBsperiode gegen- 
tiber demjenigen Wert, den sie bei tomogener HassenYerteilung theo- 
retasch baben wiirde, Yergrofseri Diese Annaitiae lag unserer obigen 
Erklaning der Ghandlersehen Periode stillsckweigead zu Grande ; bei 
der wir niclit Yon der fiir homogene MassenYerteiliing gultigen Nuta- 
tionsperiode 1/^ = 231, sondem von der wegen der Miomogenitat 
grolseren Enlerschen Periode Yon 304 Tagen anggingei^ die wir als- 
dann wegen der Elastizitat der Erde mit dem aus den theoretisclieii 
Werten Yon % nnd ^ bereekneten VergrofserungsverliilfaDiis 1 + %M 
multiplizierten. Auch in der oben zitierten Arbeit von Hough 
wird mangels aqaderweitiger sicberer Unterlagen die gleielie Annahme 

gemacht. 

Dabei soil nicbt gelengnet werden, dafs unsere Eesnltate Bieb 
nrsprtinglicli anf ein tomogenes Ellipsoid bezogen und dafs ikre 
"Ubertragtrng anf die inbomogene Erde notwendig init eimger Un- 
siclierlieit Yerbunden 1st. 

Dieae Umicherlieit betriffl; aber nnr die quantitatiYen Angabea, 
nicM die qnalitatiyen. Wie Schwejdar ges&eigt htai^ findet man bei Be- 
rteksiehtigung variabbr Diehtigkeitsverteilung im Erdinnern far 
dea durehselmittlielien Blastiritatemodul der Erde einen etwas ande- 
ren Zalilenwert als den oben angegebeneu. Dagegen bieibi d^s ali- 
gemeine Resoltat, dafs die Periode der freiea Station dureh 

46* 
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die Elastizitat der Erde verlangeit wird and dafs far einen gewissen 
Grad der Naetgiebigkeit die Eiderseke in die Ohandlersiche Periode 
ftberge]it ? bei allgemeineren Anaahmen (iber die Massenverteilung und 
die Sbraktnr des Erdiraieren bestehen, 

Zum Yollen Versta&dnis der Polsehwankungen (oder genauer ge- 
sagt, des 14-monatlielien Bestandteils derselben) wird es beitragen ; 
wenn wir scHielslidh. nocfa. die im Torigeii Kapitel, 8 ? gegebeiie all- 
gemeine Sctilderung der Bewegnng eines deformierbaren foeisels auf 
die Yerhsitzdsse der Erde ubertragen. 

Bei nannaler Lage der Eotationsaxe, wo dieselbe mit der polaren 
Haupttmglieitsaxe Kusauniienfallt, rotiert die Erde gleickformig nm 
diese Axe mit der Abplattung 1/298. Der UnterscHed des aquatorialen 
nnd des polaren Erdradins betragfc dabei U/298, wo JR den mittleren 
Erdradius bedeutet, oder mad 21 km. Jetzt werde die Rotationsaxe 
dnrck iigend welcte Umstande abgelenkt Die EMptizitat der Erde 
bleibt dabei dieselbe (vgL pag. 603) 7 nickt aber die Lage der Haupt- 
tragteitsaxen (ygL Fig. 90 auf pag. 602). Die Erdmasse weielxt Bam- 
lich bei festgelialteiier Form des Erdellipsoides nack der Seite der 
abgelenkten Rotationsaxe Mn aus. Dabei steEt sie sich aber iiicht 
sjmmetriscli nm die Rotationsaze selbst ein ? sondem um eine Axe y 
die augenblicHielie Haupttragheitsas:0 ? die smisehen der ursprungliclieii 
Haupttmglieitsaxe imd der augenblickliclieii Rotationsaxe liegt. Und 
zwar teilt -diese Axe den Winkel (S m Fig. 90) zwischen der ursprtog- 
lichen Haupttr^teitsaxe und der angenblicklichen Rotationsaxe nach 
Gi(6) Ton pag. 603 im VerMltnis *'/(+ ^ Da /^^-s war, 
kann das genamite VerMltnis auch geschrieben werden: 1 sfe v Nun 
bestimmte 1/s die Dauer der Cliandlersclien, l/a A die der Enlersciien 
Periode. Miiiiii wird 

* 10 m A i * 2 

= 77 luaa I = -= - 

% 14 e t 1 

1st e die Ableukimg des augenblieklicliea Rotationspoles mf der Erd- 
oberflaclie^ so ist die AHenbmg des angenblicHichen Tmgheitspoles 
2e/7. Ans den Beofeaehtungen entoahmen wir pag- 877^ dafs e im 
Hittel 4 m betragt; die AbleebiBg des HanpttoSglieitspoles wird dater 
nnr 1^1 m. Wirde der angnblici:lielie Rotationspol einfa^h einen 
Kreis Tom Eadins 4 m in 14 Mon&ien ^im dei tirsprtoglichien Haupt- 
traglieitspol, den geomefaridchen Pol^ besclireibeii, so mtfiste der angen- 
blickliche Trmgheitspoi in derselben Zeit und im gleidhen Umlanfesinne 
einen Kreis Tom Radius 1,1 m nm denselben Mittelpnnkt dnreHanfen. 
Die Verrficbaiig, die ein Pnnkt der Erdoberflaclie Merbei erf&hrt, 
und die mm Teil in einer Hebtmg mm Teil in einer Senkiang bestehen 
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wird ? ist aufserst gering. Wir konnen sie aus Gl. (3) und (5) YOU pag. 601 
iind 602 tinmittelbar entnehmen, In GL (3) bedentet r denjenigeii 
Abstand ? den ein Punkt auf der Oberfiaete des Splmroides Yam Mittel- 
punkte desselben bei der normalen Umdrehimg CQ um die nrspriraglfehe 
Haiipttraglieitsaxe hat; GL (5) giebt denselben Absstand bei abgelenfcter 
Kotationsaxe, Die Different beider stellfe die Yerrticfaiiig des Pimktes 
infolge der Deformation des Spharoides dar; sie betragt, werni wir 
den Mlier mit m bezeichnetea Eadius durct den mittlerea Erdradrus 
rsetzen und die Winkelablenkiing 6 ais Heine Grofse behandebi: 

(3) - (5) - 12/(cos 2 - cos 2 (6 -f 5)) - Bad sin 29. 
In Fig. 90 ? pag. 602 wird diese Grofse durck die Dieke desjenigen Streifans 
dargestellt, welchen die Umrifsellipse in der deformierte% um -0* Yerdrehten 
Lage von der urspriingliclieii Umrifsellipse abschneidet. Die grofste 
VerrCicktxng findet nach. Fig. 90 und der Yorangehenden Pormel far 
9 = 450 g^att, wo sm28=l wird. Fiir diese Breite konneii wir ? 
indem wir nock MS f die auf der Erdoberflache gemessene Ablenkimg 
des Eotationspok, mit e bezeichneiij die Verrficknug darstellen dnrch 



Da e mar 4 m betrug ? so wird die grofsfce Verrtckmig ernes Pruaktes 
an der Erdoberflache Meiner ais 4 mm. 

Mit der Kleinheit dieser Verriiekung blngt atich die Geringffigig- 
keit der Lotschwankung znsammen, die dnrcb. die Deformation der Erde 
terYorgemfen wird. Wir bestimmen einerseits nach GL (3), andrer- 
seits nach 6L (5) von pag. 601 nnd 602 den Winkel, welchen die K*or- 
male an das Erdellipsoid mit der VerMndungslinie des fra^liciten Ortes 
nach. dem Mittelpnnkte der Erdfigur Mn bEdei Dieser Winkel ist (bei 
Vertausehung YOn Winkel und Tangente): 



wird in erster Nahenaig 
nacb (8) - --- 
j*wk (5) - 

Der DnterseMed beider Winkel^ welcher gleich, der Eiclitungsandening 

der Lotliiiie ist^ ergiebt gict daher 2:11 

/(rin2(6 + d) sin 20) 2eS cos 29. 

Die grofste Lotschwanknng findet Memaeh IE tJbereinstijnmung mit 
Fig. 90 flir 6 = and ar/9, A. t. an dan Polen und am JLquator statt 
und betragt 
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Da soeben '<10~ 8 geftraden wurde, so wird die grofste Lotsekwankung 
kleiner als der 500 te Teil der Ablenkung der Rotationsaxe. Da letztere 
nact Fig. 104 YOB pag. 676 kleiner als 0" 3 3 war, so wird die Lot- 
ablenkung jedenfalls kleiner als 0" ? 0006, eine Grofse^ die der Beobacli- 
tung unter keinen Umstanden zuganglicb. sein diirfte. 

Endlici. moge noct auf den Einflufs kingewiesen werden, den 
das Wasser der Ozeaae auf die Lange der Nutationsdauer mogliclier- 
weise aiisiiben kann. Ware die Erdoberflaclie yollig mit Wasser be- 
deckt ? so wiirde sich dieses , da es dem Einflnfs der Centrifugalkrafte 
frei zu folgen rerniag, symmeiarisch rings urn die augenblicldiclie 
Eotationsase einstellen. Wir Mtten dann im Anscblufs an Fig. 90 zu 
unterscheiden: die Oberfl'achie der Flilssigkeit ; welche bei einer Ab- 
leakung der Rotationsaxe um den vollen Winkel S gegen ihre urspriing- 
licte Lage verdrelit wird 7 rdid die Oberflaclie des festen Erdkemes ? 
welehe nur una den pag. 603 bestimmten Bruckteil Ton ^ nach. der 
Seite der Rotationsaxe Tersckoben wird. Die ausgiebigere Ablenkung 
der Flussigkeitsoberfiacbe wiirde die Dauer der freien Filiation ilirer- 
seits verlangern; es wiirde daher ein Teil der Abweichung zwisclien 
der CLandlerscken nnd der Eulerschen Periode durct das Verhalten 
der Fltissigkeitsbedeeknng erldart werden miissen und nur der Eest 
auf die Elastizitat der Erde kommen. Die Naehgiebigkeit der Erde 
wiirde sich auf diese Weise noch kleiner oder xhr durchselmittliclier 
Elastizitatsmodul noct grolser ergeben, uls er oben gefonden wurde ; 
wo wir jene ganze Abweiehung auf Rechnung der Elastizitat der Erde 
setzten. In WirkKchkeit wird nun aber die Erdoberflacte nicitt voll- 
standig, sondern nur etwa za % ron Wasser bedeckt und die Beweg- 
liclikeit des Wassers wird in komplizierter Weise durch die Form der 
Kontinente beschrankt. Destalb diirfte es kaum tbunliet sein, den 
Einflufs der Ozeaae auf die Futationsperiode der Erdaxe a priori ein- 
wandsfrei abxuschiatzen* Vieluaekr wird man abwarten mussen ; bis ein 
reichlicheres Beobachtungsmaterial fiber die den Polschwankungen ent- 
sprecltenden Wasserbewegungen TorEegt. Bereits auf pag. 684 wurde 
auf die Flutwellen TOE 14-monatiiclier Periode iingewiesen; wenn die 
Existenz derselben sielier festgestellt und ilire Grofse ungefahr be- 
atimmt ist, wird die Aufgabe entstehen^ auclt den Einflufs dieser Fluten 
auf das Problem der freien Nutationeji der Erdaxe anzugeben. 



8. Die Polsokwaakungeii voa jitoliolier Peiiode, Massentransporte 

mud Mutreibui&g. 

Mit der ErHarang der Cliandlerselien Periode ist nur eine Seite 
des Problems der Polschwaaiktuig^i erledigt. Es waxe weiter zu be- 
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grimdeii, warum nebea jener eiae jahriiehe Periode auftritt, die wir ans 
der Fig 105 b kerauslassen, imd warum awck naeh Abzug der Scbwan- 
kuBgen dieser Periode ein Restbetrag tibrig bleibt (Fig. 106) yon schein- 
bar geseizlosen, zufalligen Stdrungen. tJberbaupfc verdieiit die Frage 
alle Beacktung, weshalb die Baku des Kotaiionspoles so kompliziert und 
teilweise regellos ausfallt, watt-end dock die astronomiscbea Kutationen 
(vgl 3 dieses Kapitels sick strong guitigen mathematisciien Gesetzen 
fiigea. 

Der Grand liiervon scbelnt darin zn liegea^ dafs die Erde im Sinne 
des Torigen Paragraphen zwar effektiv frst ist, dafs sich aber ibre Teile 
bis zu einem gewissea Grade gegen einander Ter^bieben konnen. 
Insbesondere legt das Vorhandenseui der juhiiichen Periode die An- 
nahme nahe, dais solche Verschiebungen oder ,,Massentransporte" 
dnrcb die Sonnenwarnae bedingt werden ? also meteorologisehea Ur- 
s,prungs sein mogen. Maa hat verschiedene meteorologisclie Ein- 
flusse zur Erklarting der jakrliehen Polschwattkinagen lierangezogen, 
so dea jabiiieben Weeb.se! in den Sebtnee- nnd EisablagemngeB, 
MeeressiromimgezL YOU jahrlioker Periode und dadurch bedingte 
Wassertransporte ? sowie Schwankungen. in den Niveauflachen des Luft- 
meeres Die letzteren scheinen sick aaf Grand der fur den grofstea 
Teil der Erde bekannten Isobarenkarten am ekesieu quantitativ be- 
stimmen KU lassen und liefern Massenumlagerungeia von uberrascheiid 
bohem Betrage. 

Wir entEebmeii die folgenden Angaben einer Untersuchuag von 
B, Spitaler*). BekaBBtermafsen ist der Luftdruek tiber dea Festlands- 
xuassen ira Winter hoker als ini Sommer. Daher wird die LuftdruckdiffSerenz 
zwiscken Januar nnd Juli anf der nordlicken Halbkugel im Mittel positiv, 
auf der sudlieken negatiy sein. Die Verteilimg der Drackdiffexenzen 
ist dabei nattLdick keine gleickformige^ sondern weseatliek yersckieden, 
je nackdem die betr. Gegend Festiand oder Ozean ist, mid zwar in 
dem Sinne yergckieden^ dafs die Wasserbedeckung die Ltiftdrucksdiwan- 
knngen merklicb ausgleickt In "Obereinsttrnmnng mit dieser tlberlegung 
xeigen die Isobarenkarten^ daft sick der Draekubersckufe zwiscken Januar 
tind JuH anf der nordlicken Halbkngel ftber dem asiatiscken Fesilande 
konzentriert, wakrend sick der Drncktlbersekus zwiscken Juli und 
Januar auf der sftdlicken Halbkngel inselfoimig iiber die drei G-ebiete: 
Sudafrika, Stdamerika, Australien grappieri tJber die Pokrgegenden 
ist naturgemafs nickts Sickeres bekannt Hinsicktlick der Gr5ise der 



*) Die period&clieii LafboaasfienyerscMebuBgeii trad ihr Eiiifltifs atif die Lagen- 
der Erdachse. Petennarms Mitteiltingen, Erganzungaheffc Nr. 137 (1901). 
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Draekdifferenzen lehrt die Ansmessnng der Isobarenkarten Folgendes: 
Es lagert anf der nordBelien Halbkngel awischen und 80 nordlieher 
Breite im Jannar era LuftmassentiberseliiiiB gegeniiber Juli gleicii 
192^5 SiMkkiloineter Queeksilber, anf der siidlichen Halbkugel zwiscken 
und 50^ sidlieBter Breite im Juli ein Massenuberscfoifs gegenUber 
Jaauax YOU 402,2 Kubikkilometer Quecksilber! Da em Kubikkilometer 
Queeksilber die Masse 13,6 * 10** kg aufweist ? so haben wir es hier 
mit Massenuntei^ebiedexL 211 thtoi^ die mit der gesamten Erdmasse 
(gleieK mittlerer Dichte mal 4&R*/3> *** rand 6 * 10^ kg) schon einiger- 
mafsen yergleiclibar siad*). 

Hiusidbtlieh der durcli Meeresstromungen vernrsaehten Massen- 
iransporte verweisen wir anf eiae Abscliatzioig TOE J. Lamp**). 

Anfser diorclx meteorologische Eiiifiiisse findea Massentransporte 
voja kixrsier Periode infolge von Ebbe tind Flut und unperiodiselie 
Massenverschiebnzigeii wenn auch von geringem Betrage dureb Erd- 
beben 7 iralksaisclie Ausbrticlie, Ablageraogen der Miisse und dureh 
die sSkolaren Hebungen und Senkungen der Erdkruste statt* 111 *). 

Wir babeji UBS nun zu firagen, wie solclie Massentransporte die 
Bewegnng der ubr^en Erde beeinflussen. Wir konnen dabei einen 
und einen direkten JEmflufs untersaheiden, einen indirekten ? 
, die veranderte Massenverteiluug vermittelten Einflufs, indem dureh 
einen Massentransport die Hauptixagbeitsaxen der Erde verlegt werden 
iind somit die Lage der Rotationsaxe in der Erde beeinfluTst wird ; einen 
direkten Einflufs, insofern die Hervorbringimg der Massentransporte 
einen Teil des 2ur Verfugung stehenden Gesamtimptilses rerbraucbt 
uad dadurcb den flir die Erdrotation tibrig bleibenden Impuls nacfo 
Grofse nnd Eicbteng modifiziert. 

Wir geben zunaclist eine allgemeine Scbilderang der fraglieben 
VerkHtnisse. 

Urn den indwekten Einflttfs eines Massentransportes zu bestinimen ? 

*) Die entsprjaclieiiden LidPfcdrackdiffereiizen sind keineswegs grofs. Benken 
mr cms z a B. die Ge&amtmasse von 192,6 km 8 Quecksilber auf die Kugekoae 
srwifiehen O md 80 nSrdliclier Breite gleickmEfsig verteilt, so ergiebt aich eiae 
Bedeekung YOU mur 0,7B mm HSbe. Bern genaanten MaflgenHbersclmffl anf der 
ndrdlieheB Kngelzone entspricM dalier ein im Janaar nm. 0,78 mm h.6herei: Baro- 
raeterstaiid als im Jtdi Ebenso entspriciit dem Massenubersclrafs von 402,2 km 8 
QueckeEber anf der genanaten sudHciieix Kugelzone in im Jtdi nm 2,08 mm 
lidlierer mitfilerer Baa'ometerstund als im Jamiar. 

**) ttl>eir Hiveaiiscliwaiibmgeix der Oizeane &ls eine laSgliclie Ursaelie der 
Teranderliclikeit der PolkShe. Asfooa. Hackrickten 126 (1891), Nit. 3014. 

***} NHheree Member vgL Helmert, Die matitem. und pliysikalischeB Theories 
der IiSlierea Geodasie^ II, Kap. 5, Leipzig 1884. 



8. Die Pokehwanktmgen v. fakri Periods Massentransporte n. Flukeibung. 709 

Yerfakre man so: M&a bereclme aus der als bekanot anzusekenden 
Lage der bewegten Masse gegen den Erdkorper in jedem Moinenle 
die Lage der Haupttragheitsaxen in der Erde und inebesondere die 
Lage des Taragheitspoles. WGBH letzterer vor deni Masseiitransport 
zufailiger Weise mit dem instantanen Rotationspol zusanunenfiel, wird 
er wahrend desselben uud nack demselbea YOU diesem YerseMeden 
sein. Gestattet man sick, was mit grofser Aomalieraag zulassig ist ; 
die Erde, nack wie vor als symmetriscken Kreisel (mill gleickejj aquaio- 
rialea Tragkeitsmoinentenj zu bekaadelri, so bestekt die Bewegung des 
Rotaiionspoles auck Back dem Massentranspori: aus einer TJkikreisiiiig 
des Tragkeitspoles. Die Periode dieser Bewegiing 1st unter Voraus- 
setj&ung der friiker bereckneten Elastizitat die Yieraekumonatlicke. 
Der Radius des Kreises kangt dabei in erster Linie YOU der Ver- 
riickuug des Tragkeitspoles, in xweiter Linie YOU der Gesekwiadigkeit 
des Massentransportes ab; er bleibt tkeoretisek solange erkalten, bis 
er durck neue Massentransporte abgeanderfe wird. 

Bei der Bespreckung des dirckten Einflusses der Massentrajisporte 
auf den Impids wollea wir annekmen, dafs noser Massentraiisport durck 
innere Krafte kervorgenifen sfti ? also durck Kraffce, die inaerkalb des 
Massensystems der Erde dem Gesetz der Grleickkeit YOE Wirkiang und 
Gegeuwirfcang geniigen. Dana gilt unser fimdamentaler Impulssatz von 
pag. 113 ftir die nicktfeste Erde ebenso unumsckraEkt wie ftr einen 
starren Korper (vgl. eiae Bemerkmig auf pag. 111). Dieser Satz besagfc^ 
dafs der Gesamtimpuls des Massensysteips der Erde nack Eicktung und 
Grofse im Baume konstant bleibt. Der Ge^amtimpuls zerlegt sick aber 
kier in den Impuls des Massenfa-ansportes und den der Erdrektuig. 1st 
der erstere Yeraaderlick ; so mufs e& auck der letztere sein. Mit dem 
Impuls der Erddrekung andert sick im ABgemeinen auck die Eotations- 
axe der Erde und die Lage des instantaaen Pols auf der Erde. Fiel 
dieser vor dem Massentransport mit dem geometriscken Pol zusammen, 
so wird er wikrend desselben von ikm entfernt; bewegte er sich 
ursprtinglick in einem Kreise urn den geometriscken Pol, so wird der 
Radius dieses Ereises durck den Massentraaspori Yergrofsert oder 
verkleinert. 

Wir geben nun einige analytiscke Ausftikrungen kierzu, wobei 
wir die beidenuBtersckiedenenEinfliisse zunackst nock getrennt bekandeln 
und den Stoff in eine Reike von Eiazelprobleinen auseinanderlegeiL 

Erstes Problem: Eine Masse oder der Sdiwerpunkt eines nwht MI 
<wsgedehn1m Massemyst&m m wwde von der Stette X Q Y & der Erde 
nach der SteUe X TZ vcrlagwi Wie and&rt swh dabei die pdlare Jlmvplr 
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Bei der urspriingliclien Lage von m seien die Koordinatenaxen 
Haupttragheitsaxen. Die Haupttragheitsmoinente heiisen A, B^A } 0; 
die Tragh.eitsprodukte (vgl. pag. 98) sind Null, Bei der albgeanderfen 
Lage von m setzen wir die Tragheitsmomente und -Prodakte um die 
Koordinatenaen in folgender Form an: 



E^ e, F f, # 
Die Grofsen a, . . ., e, . . . haben die Bedeutang 



uad sind im Verhaliaiis zu -4 und C als Heine Ghrofsen zu 

Bei der Bestimmung der abgeanderten Lage der Haupttraglaeitsaxeu 

knUpfen wir nacli pag. 100 an die folgende Mactxe zweiten Grades an: 



Die Hauptaxen derselben, welche zugleicli die gesuchten Hanpttr'aglieits- 
axen sind ; werden durch. die folgendexi G-leichnngen bestimmi: 



Hierin ist ^ so zu waHen ? dafs die drei Gleicbangen miteinander ver- 
traglicli werden. 1st dieses gesclielien, so bestimmen die Verhaltnisse 
: ri : g die Lage je einei* der drei Hanptaxen. Es ist far das Folgen.de 
bequem, die |, ^ ; % als die Eictiningskosinns der ixaglichen Hanptaxe 
aufzufassen ; Hire absolute Grofse also so zu wahlexi^ dais | 3 + ^ + g 2 1 
wird. 

Wir interessieren uns speziell fur die polare Haupttraglieitsaxe 
und durfeii annekmen, dafs diese nur wenig von ihrer ursprtingliclien 
Riehtung, der Z-Axe abweieht (Fur die aquatorialen Haupttragheits- 
axen waxe die entsprechende Annahme unzulassig, weil Dare Lage in 
der Aquatorebene urspriinglicli unbestimmt ist und daher durch eiaen 
kleinen Massentransport bedentend abgeandert werden kann.) Wir 
werden also | und ^ als klein voraussetzen und g gleich 1 nehmen. 
Grofsen wie f y a| sind dann zu streiehen; unsere dritte Gleichung 
ergiebt daher einfach A = C + c und unsere beiden ersten Gleictungen 
werden 



Die Eidtungsanderung der fraglicten Hanptaxe ist niemaci auf Grund 
der in (1) angegebenen Werte yon / und e bekannt. Die |, ^ konnen 
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zuglelck als die dureh die zugehorigen geocentrisclien Winkel ge- 
inessenen x iind y-Koordinaten des Tragbeitspoles angeseien werden. 
Multiplizieren wir | imd t] mii dem Erdradius R f so erhalten wir 
direkt die VerseMebimg des Iragbeitspoles auf der Erdoberflaclie. 

TJm ein ZaMenbelspIel zu geben, wollen wir annehmen, die Masse 
m werde auf einem Meridian, den wir znr X^-Ebene netmen konneii 7 
ans der Breite in die Breite Terschoben. Es 1st dami 

' 



, ^ - 0. 

Den Ausdmck (2) fiir | konneii wir so nmschreiben: 



ACA 



Die Grofse A wlirde bei tomogener Massenverteilung d"urch 

zn Bereclinen sein, miter M die Masse der Erde verstanden; der wirk- 

lichen MasseEverteilung entspricM aber besser der Ansatz J.= JfE 2 /3*)- 

Mit Benutzung des bekannten Zahlenwerfces von A/(C A) folgt 

daraufhio 



Um eine Ablenkiing der Haupttraglieitsase um 1" terrorzubringen, 
isfc Hernach, wena z. B. ~ 45 7 == + 45 genommen wird, die 
folgende Masse erforderlicli: 



Naturlich. schlagt der Pol in. demselben Stone aus wie die Massen- 
versckiebiiag erfolgte. 

Zweites frollem: Es finde eine MassenverscMebung staU, deren 
Impute nach Grofse und Lage im ErdMrper dwch einen ev. verander- 
lichm Vektor Ipv fur jede Zeit gegebwi ist. E$ wird angenommen, dafs 
die SaupUragTmisaxen durch diese Mcissmverschiebwng nwkt abgeandert 
werden (s. mien). Wdchm Hinfktfs hat die Massenverschiebung auf die 
Lagedr Rotationsaxe? 

Sehen wir yon aufseren Eraften ab tsnd nelunen wir an, dafs der 
Massentransport lediglich durcb. innere Krafte liervorgebraclit wird, so 
bleibt der Gresamtimpnls im Eaume konstant. Dieser liat gegen die 
bewegte Erde die Komponenten L + Ji, M+ p, N*+ v, weirn LMN 
den ioapuls der Erddrehnng bezeichnet. MitMn gelten nacli pag. 140 
die Enlerschen Grleicliungen in der folgenden Form: 



*) YgL Helmert 1. c. H, pag. 4=73. 
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Wir schreiben dafihr 

' (Hi IIJT TI.T A 

rr- r.M a JV^ + A t 

^ i 7 

(3) 



indem wir setzen 



Die Grofsen JL^ ^ ; v- Bind Heine Grofseu; wir konneii dalier in den 
TorateteBden Defimtionsgleiehnngen die p } % ? r durcli ihre Kab.eruB.gs- 
werte ersetzen, die sie bei imgestorter Erddrehung habeB. wtirden ? 
d. h. duict die Werte jp 0, g=0^ r *(. Dadurch. vereiBfachen 
sich, diese Crleiehungen wie folgt: 

/A\ A d% * hM dli, . .. <fl> 

(4) A---^-!-^, M-^^(A ; N-~ w * 

Die A, M, N sind Meraach ebenso wie die A ; p, v bekaante Fxmk- 
tionen der Zeit tmd die Gleidnangen (3) lassen die folgende Deutmag 
zn: Tlaser Masseniaransport Torn Impulse 1 ^ i/ beeinflufst die Erd- 
dreliung in solcher Weise^ als ob eine als Puuktion der Zeit gegebene 
DreKkraffc A M N an dem Erdkorper angriffe. 

Da wir annekmen, dafs die Lage der Hauptaxen duret den Massen- 
transport niclit beeinflnfst wird ? diese .also im Brdkotper festliegeis, 
kdnnen wir in (3) L*=sAp f M^Aq f N =** Cr setssen; aiafgerdem 
konnen wir in Gliedem, die mit den Hein0B Faktoren p oder q be- 
haffcet sifid, r mit seiaem Nalieniiigswert o? vertausehen. Die beidem 
ersten Gleidmngen (3) lanten dann: 



(5) 

Die dritte Gleiclrang kommt fttr das Polgende niclit in Betrachi 

Wir fassen die GI (5) diareh Multiplikatloa mit 1 und i au einer 
komplexen Gleidrang 

(6) 
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ssusammen iind nehmen von dem Massentransport an, dafs er ein 
periodiscker sei, dafs also A, p, v imd dalier auch A, M, N periodiscte 
Fnnktionen der Zeit sind. Diese Funktionen werden wir Back Yiel- 
faeheji der Periode in ein Fouriersche Reike eEtwickeln und ein 
emzelnes Reiiienglied fer sieh betrachten. Fur A + e"M kornien wir 
dann ganz allgemein den Ansate machen: 



Dem entsprickt als allgemeines Integral yon (6): 

wo c die Integrationskonstante ist und wo zur Abkurziing gesetzt 
wurde: 

(8) 



ia 1 



ice A ia>(C A) A ft t 
a' id 1 

~- t sss ~ - 



c ist ebenso wie rorlier a und a' im Allgemeinen komplex. Die beiden 
ersten Slieder der rechten Seite yon (7) stellen die dnrch den Massen- 
transport erzwungene Sckwingiang, das lefate Glied die fr&ie Sekwingung 
der Botationsaxe dar. Erstere erfolgt natiirlicli iin Zeitinafs des Massen- 
transportes, letztere in der durcb. den Wert ron ft angezeigten Periode 
Tan A/(C-~~A) Tagen. Setzen wir letztere nickt gleick der Etilerschen, 
sondern gleich. der Ckandlerschen Periode^ so berticksiehtigea wir damit 
in einfaohster Weise im Sinne des Yorigen Paragrapken die elastiscke 
Wachgiebigkeit der Erde> die sick natiirliok auck an dieser Stelle geltend 
macjiBn wird. 

Wie tberatt bei Schwingungsfragen stofsen wir Mer auf ein g@- 
wisses Besonaazpkanomen, d. k. anf eine Terstarfcoag der Ausscklage 
im FaUe der Eoineidenas wiseben der Periode der freien und er- 
zwniigeiieii Scliwingung. Biese Koincidenz tritt ein, wenn in unseren 
Beseidmungen a *= -f ft wird, in welckem Falle entweder fe oder 
nneadliek grofs wird. Wir messen die fiir eine gewiase Frequenz ein- 
izetexide Verstarkong am besten dnrck den Vergleick mit einer sekr 
laaigskmen Sckwingung (<x * 0). JSact (8) ergiebt sick fiir den Koeffi- 
siej^ten J bei sekr jrerinsrer Frequenz bez. ftir das Verkaifcnis dieses 

, O O b 

Koeffialenten b@i beliebigr mid bei geringer Frequent: 

, ^wJi 
mid ' 
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(Dieselbe Formel gilt fur den Koeffizienten V, werm wir + a mit a 
yertausehen; die folgexiden Bemerkungeii, die wir an den Wert yon & 
ankniipfen, ergeben sich ebensowohl aus der entsprechenden Formel 
fur &' ? wenn wir negative Frequenzen cc betraehten^ also dem Massen- 
transport den umgekekrten Sinn beiiegen.) 

Hat z. B. der Massentransport die Periode ernes Jakres und nehmen 
wir als Periode der freien Schwingung, Trie yerabredet, die Chandlersehe, 
so wird /|3 ==14/12 und (vom Yoraeichen abgesehen) IJ\ = 6. Der 
Umstand also, da[s die jdhrlicJie Periode niclit sehr weit von der natur- 
liclien Periode der Polschwankungen entfemt ist, hat mr Folge, dafs 
ein Massmtransport von jahrlicher Periode eine sechsmal stwkere Ab- 
lerikung hervorbringt, als ein V or gang 7 der diesdbe Drelikraft 9 dber in 
unendlich verlangsamter Zeitfolge <mf die Erde ubertragt Hat der 
Maaeentransport andrerseits erne sehr kurze Periode, (cc sehr grofs), eo 
wird /j3 grols und & a /& klein. Z.'B. wollen wir uns auf den an 
sich bedeutenden Massentransport beziehen^ der relativ sur rotierenden 
Erde mit halbtagiger Periode in der Erscheinung der Ebbe und Flut 
auffcriti*). Hierbei ist cc/ft rund gleich 840 und & a /& rimd gleich 1/840. 
Ein Massentransport von so Tmrger Periode Imnyt also "bei gleicher Grofse 
der ubertragenen DreMraft gegenuber w/mm zei&ich unendKch verlangsamten 
Tramporte nur eine verschwindend Heine Wirkung auf die Motationsaxe 
Jwrvor. Das Massensystem der Erde ist eben zu trage ; um den Ein- 
wirkungen Ton ganz kurzer Dauer folgen zu konnen; es folgt einer 
Storung um so williger und ergiebiger^ je naher die Storungsperiode 
der natiirlichen Periode der Polschwankungen liegt. 

tJbrigens tritt dasselbe Eesonanzphanomen auch auf, wenn wir wie 
in dem ersten Problem dieses lediglich die indirekte Wirkung des 
Massentransportes, d. h, seinen Einfiufs auf die Massenverteilung in 
Bechnung setzen, indem durch einen periodischen Massentransport auch 
der Tragheitspol der Erde in periodischer Weise Terlagert wird und 
Meraus eine um so starkere Schwankung des Eotationspoles entsteht^ 
je naher die Periode des Massentransportos der Baturiichen Periode 
der Polschwankungen liegi Wir werden unten in einem dritten ProWem 
hierauf zurtekzukommen Gelegenheit haben. 

Durch den geringen TJnterschied ^wisehen der jahrlichen Periode 
der meteorologisehen Massentransporte und der freien Sehwingungs- 
periode des Poles ist jedenfalls die Moglichkeit gegeben, dafs ein ver- 
haltnismafsig schwacher meteorologischer Mass^iferaaisport eine yer- 



*) AllerdiDgs handelt es sich Merbei um einen dnrch a^ifeere Krlffee (Mond- 
anzielmng) bewirkten Massentransport, for welchen die gegenv^rtige Auseinander- 
setzung nicht nnmittelbar gilt. 
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Mltnismafsig starke Polschwankung zur Folge liaben kann, eine Mog~ 
lielikeit, die bei dem Stadium der Polscbwankiingen von jahiliclier 
Periode im Ange zu befoalten ist, 

Es giebt eine Klasse YOU Massenfcransporten ; bei denen die bier 
fur sieh. betandelte Wirkung anf den Impnls tbatsachlicli gesondert auf- 
tritt und die Wirkung auf die Massenyerteilung in Fortfall kommt. 
Wir sprechen ron ^cyklisehen Masseatransporten^ wenn die verscliabeiie 
Masse sofort yon nener Masse derselben Dichtigkeit ersetat wird. ErsicM- 
licli giebt ein cyHischer Massentransport zu einer Umlagerung der Hanpt- 
tragheitsaxen keinen Anlafs 7 walirend er andrerseits den Irapuls der Erd- 
dreliung nach. Mafsgabe seiner Gescbwindigkeit nnd Ergiebigkeit beeia- 
flnfst Diese Falle lassen eine sebr elegante Behandlung besonders 
dann xu, wenn der Impuls des Massentransportes in Bezng auf den 
Erdkorper konstant bleibt; sie sind Ton V. Volt err a*) in einer Reihe 
von Abliandliingen untersucht worden. 

Bislier ist es indessen nicht gelungen, reale cyklisclie Massen- 
transporte von liinreichender Intensitat oder Mnreichender Daner nach- 
zuweisen, die einen merHiclien Einflufs anf die Polscliwankungen haben 
konnten. Namentlicli sclieint der Versucb. niclit aussiclitsvoll^ mit Vol- 
terra anch die Polsdiwankungen der Cliandlersclien Periode aus diesem 
Erklariingsgriinde abzuleiten* Die cyklischen Bewegungen ? welcke Vol- 
terra postulieren mufg ; um zur Ctandlerschen Periode zu gelangen, sind 
rein kypotbetisclier Natur und werden durch die geoptyaikalisclien Er- 
fekrungen nicht wakcscheinlich gemacbt. tTberdies werden wir im Fol- 
genden selien, daXs die direkte Wirknng eines Massentransportes auf 
den Impuls gegen seine indirekte Wirkung atif die Haupttragheitsaxen 
im Allgemeinen zurticktritt, dafs also ein niclit- cykliselier Massen- 
transporfc die Erddrehung im Allgemeinen mehr beeinflufst, wie ein 
eyklisclier von gleiclier Starke. Deshalb sckeinen die Volterra'sclieii 
Untersncliungen melir ein allgemeines mathematiseiies wie ein unmittel- 
bareg geopbysikalisclies Interesse zu haben. 

Eein tbeoretiscli, okne Eiicksielit anf geoplxysikalisclie Fragen, 
war die Bewegung eines Bjreisels, in dessen Innerem eine cykliselte Be- 
wegnng vor sick geht> schon Mher von A. Wangerin **} behandelt worden. 



*) Astronom. Nackr. Bd. 138 (1&95), pag. 33; Atti d. E. Accademia di Torino, 
Bd. SO and 81 (1895). In derselben Bichtung liegen di Erl&utertmgen von G. 
Feano, ibid. Yolterra fafet seine Untersuclmngen znsamonen in Acta Mathe- 
maiaca Bd, 22 (1898). 

**) Halle 1899, UniYersitatsacnriffe. Das Problem ist in mathematisch verall- 
gemeinerter Form aufgenommen von V. Yolterra, Kend. d, E. Aecadenila dei 
Lincei (5) Bd. 4 (18&6) und von B. Jahnke, Lionvilles Journal (6) Bd. 6 (1890). 
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Indeua wir jetefc noch die bei unsererja ersten nnd zweiten Problem 
gegebenen Entwickelnngen ztisannnenfassen, berteksielitigen wir nun 
zngleicli die direkte Wirkung auf deii Impuls und die indirekte Wir- 
kung einefi Massentransportes auf die Massenverteilimg der Erde. Wir 
stellen HUB dementsprecliend das folgende 

D-ri tie Pro Hem: Eim Masse m w&rde von em&r Anfangslage X Q Y Q Z Q 
cms in "besiimmter Weise auf der Erde versckoben, so dafs ihre Koordi- 
naten X, Y y Z gegm den JUrdlcorper lekannte, im Sesonderen periodische 
FunMonen d&r Zeit sitid* Sierdurch wird der TragJieitsjQol der Erde in 
lestimmter Weise tAgelenM un$ es wird ghichzeitig der Impv&s der Erd- 
dreJmng in solcher Weise leeinflufst; als oh auf den Erdkorper eine fo- 
stimmfe Drehlvraft AMN wirUe. Es sdlen die DiffermtialgleicJwngen 
der DreHbeweg^ng aufgesteUt wnd integrieri werden. 

Atis den als i^nktionen YOU t gegebenen Koordinaten X 9 T ? Z Ton 
m bereclmen wir znnaclist den Verschiebniigsimp"als TOE m, namlieh 

den Vektor v , v/ -, 

mX, mY? mZ 

und^ hieraus die Momente dieses Vektors urn die Koordinateiaaxen^ 
welcte die nach dei^elben Axen genommeneri Komponenten des Dreh- 
impulses des Massentransportes werdea^ 



Die Bewegung des Erdkorpers wird^ tmter der Aimahme dafs 
aufsera Krafte Biclit vorhanden sind ? smdi wie yor durch die Glei- 
dumgeja (3) 4argeitellt ? in deneB die A^ M, N S-MS den soeben an- 
gegebenen l $ $&, v hinreichend genan mittels der <ji (4) bereclinet 
werden fconaeiL In der That gelten die 6H (3) von pag. 712 oder 
die GL (2^ Yon pag. 140 ? aus denen wir jD.e folgerten^ flir ein ba- 
liebigeg im Krei$el festes rechtwinMiges Azensystem, gleieliviel ob 
dasselbe das System der EanpttragheitsaxeB ist oder xdcht. Im G-egen- 
sate zu den Betracbtnngen bei imserem xweiten. Problem sind nnsere 
KoordinatenaxeB jetst nioht mehr Haupttraglieitsaxen; nehmea. wir etwa 
an ? dafs sie es OT Anfang der Bewgimg waren ? so verMeren sie diese 
Eigensciiaft in dem Mafse, wie der Trilglieitspol durch den Sfasseiz- 
transport abgelenkt wird, Isfolgedeagen treten an die Stelle der em- 
faclian Besietnngen L Ap, M - Aq, N*** Gr die aUgemeinen GIL (2) 
Yon pag. 95 f|lr den Zusammenfaang zwisclien Impnls- Hud 
Yektor, die wir mit Eteksieht anf die Definition der Crrofsen 
efg in GBL (1) folgendermafcen sehreiben konnen: 



M - gp + (A + $)q~- er 
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Wir bertLcksichtigea^ dab die a I c, efy, f % Heine Grdfeen sind tmci 
kornien daher wie folgt Tereiufaehen: 
(11) Z4jp-/V, Jtf ^lg er, jy(C+c)r. 

Diese Werte liaben wir in die GL (3) einzutragen. Aus der drittea 
dieser Gleidmngen folgt znnaehst^ dafs (im Gregensatgr zu r eelbst) 
drjdt eine Heine Grofse wird, was man iibrigeiis auch darans ent- 
neiiixieii konnte, dafs die ungestoiie, ursprttngliciie Bewegung in einer 
gleickformigen Eotation r = CD const, bestand. lu den beiden ensten 
Gleicbungeu (3) vemachlSssigen wir ferner aEe diejenigen Glieder, die 
YOU der zweitea Ordnimg in den Heinen Grofsen werden tind eraetaen 
in den Gliedern erster Ordnung r dureh seiaen Ifalierungswert co. So 
ergiebfc sicli 

wo zur Abkurzung gesetzt isfc: 

'=of(-ra 2 e+ A, 



Die Gleichungen (12) haben durchaus diesolbe Form, wie die Gl, (5) ; 
die A', PA" hier sind ? ebenso wie die A, M dort, bekaunte Fmiktionea 
der Zeit ? wenn der Massentransport in seiner AbMngigkeit Ton der 
Zeit bekannt 1st. Die A' ? M' fassen die direkte Wirkruag auf den 
Impnls imd die in direkte Wirkmig des Massentransportes znsammen 
und lassen sich. abermais deuten als eine seJb.einbare y auf den Erd- 
korper wirkende Drekkraffc. Bemerkenswert 1st noeB. der folgende 
analytische Ansdraek dieser sclieinbareE Drehkraft, der sich. umnittel- 
bar aus den Definitionsgleichungen (4) nnd (13) von A, M und A x , M' 
ergiebt: 

A' Tf (l c3f) + ^(iiCDe)^ 
(14) 

M'-=- ~(ft we) (*</). 

Man hat also, nm neben der direkten die indirekte Wirkiing des Massen- 
kansportes zu berticksichtigen^ A, p einfach diirchi A co/ ? p we 
jsti ersetzen, 

Die weitere Behandlung der GL (12), ilire Integration nnd die 
Diskussion ihrer Losnngen unterseheidet sgieh in niclilis Ton der obigen 
Behandlnng der GL (5); insbesondere findet auch. jetzt die oben betoate 
Eesonanzwirkang statt^ wenn der Massentransport periodisch ist nnd 

K,lei-Soxmerfeild, Kreiselbewegung. Ill Au6. 4G 
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seine Periode der Periode der freien Sehwingimgen der Erdaxe nahe 
liegt 

Wir wollen Her zunaetst die Prage entsclieiden^ ob bei einem 
periodiscken Massentransport die direkte oder die indirekte Wirirang, 
d. iu die Wirknng auf den Impnls oder die aiif die Massenverteilung die 
bedentendere ist ; tun von da aus zn einer fiir die ZaHeBreclnrang 
nutzlicten weiteren Vereinfaclmng der GL (12) zu gelangen. Wir 
brauclieii an dem Zwecte nach den Gleichnngen (14) lediglich das 
Vertaliaiis der Grofsenpaare i, ft raid mf, me zu priifen. 

Dm Q-esetz, nact welckem der Massentransport im Erdkorper 
zeiflict ablSuft^ moge dnrcli die folgenden, moglichst bequem ge- 
waUten GleiehtuigeB mm. Ausdruck gebracht werden: 

X X Q + a sin ccf , 



Die fraglielhe Masse pendelt hiemacli urn ikre Anfangs- nnd Mittellage 
XQ Y$ZQ in der Periode 2sr/a henon. Wir berechnen nach (1): 

e w^ & sintff, f = m^ sina^ 
nnd naeh (10): 

Jt a m^ &tt cos #, fi - w^ aa cos ut. 

Htemacli ergel>en sich die VerMltoisse 

I & $ COB at ft a a eosal 



mf m a m&tot* m# m b smat' 

Uber die Amplitnden a nnd "b wollen wir nichts Nahereg anssagen; 
wir werden aber amiehmen; dafs sie etwa yon gleiclier Grrofsenordnung 
sini Dann wird die Grofsenordntmg der Torstehenden Verhaltnisse 
im Mttel dnrdi den Faktor /o gegeben. Nun sind die Grofsen & 
nnd m magekehrt proportional der Periode des Massentransporteg bez. 
der der Erddretimg. /w wird daker gleich der reziproken AnzaH 
Ton Tagen ? welche auf die Periode des If assentransportes kommt. Wir 
sahen bereits, dais nnr Massentransporte von solcher Periode, die der 
natfirliclien Periode der Polschwanlningen nahe lieg^i^ einen starken 
Einflnfs anf die Polschwankco^en ansHben konnen. Deshalb ist ftbr 
aEe Massentraneporte die nns intere$sieren, /<D eine Heine Zab!, fflr 
die meteorologisclien Massentransporte beispielsweise gleich 1/865. 
Es folgt Meafans, dafe bei diesm Massm^an^orten die direkte WwTwng 
gegenuber der indwekten s&r erMMdk mriicktritt, sodafs wir in den 
QL (14) 1 tmd |i g^en me nnd wf streichen kouuaen. GleidisBeitig 
werden wir anch df/dt gegn oa toad de/dt gegen 0f streiclieii k5nnen, 
weil das Verhaltnis dieser Qrofe^npaare der Grdftenorcbrang nsch aber- 
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mals dnrcli den Wert /G> bestimmt wird. Die GL (14) vereinfaclien 
sick auf Grand dieser Vemacblassigiingen zu 



wofur wir aucli naek GL (2), indem wir die Winkelablenkungen der 

Bauptaxen eiofukren, sckreiben konnen; 

(15) A' - \A - C) fl, M' - + *(A - C) |. 

Diese Vereinfackung ist kier auf Grand einer sekr spessieUen An- 
nakme fiber den Massentransport abgeleitet. Man iibersiekt aber leickt^ 
dafs aucli bei aUgemeinerem Ansatz, wenn man die X> Y 9 Z je durck 
eine Fourierscke Reike gibt, auf deren erste GHeder wir uns oben 
besckrankt haben, ahnlicke Schltisse moglich sein warden, da& namlich 
aueh dann bei den Gliedern Ton langer Periode (d. h. lang gegen die 
Periode der Erdurndxehnng) der dnrch die Andemng der MassenTertei- 
lung bedingte ; indirekte Einflnfs tiberwiegt, wakrend bei den Gliedem 
Ton kurzer Periode (d. h.. kurz gegen die Periode der fireien Sckwingiing 
der Erdaxe) sowokl der direkte Einflnfs aof den Impnls wie jener in- 
direkte EinflTifs auf die Erddrektmg unbedeutend wird. Eitr bei stofs- 
weisen Massentransporten durfte der direkte Einflnfs ausseilaggebend 
sein, wobei es alierdings zweifelkaft bleibt, ob solcke Massentrans- 
porte von betraektlicker Starke in Wirldickkeit vorkommen* 

Setzen wir die Werte (15) in unsere Differentialgleichungen (12) 
ein, so lauten dieselben: 

dp 
(16) 



w 3 

dq C A 

-~~ 



Hier w^llen wir nock neben den Koordiaaten | ? ^ des Tragkeitspoles 
die ebenso zn messenden Koordinaten des Rotationspoles einfiLhren y 
welcke u, v keifsen mogen. Die u, V sollen die Bicktungskosinus der 
Eotationsaxe gegen die Koordinatenaxen 31 und Y bedeuten ; also 
gleick sein pfr bez. q/r f wofiir wir auck kinreickend genau jp/cs bez. 
q/m nekmen konnen. Beautzen wir aufserdem wie in GL (8) fur die 
Frequenz der freiea Sckwingung der Erdaxe die AbkHrzung /J, so 
werden unsere Gleickuagen: 

(I?) 

Sie besagen einfack, dajs der Eofationspot in jedem Augmblicke urn 
dm Tr&ffheitspol mit der WinkelgescJmindiglmt ft umgedreU wird. Der 

40* 
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Sinn der Drehrag stimmt mit dem der Erddrehiing iiberein; das 
Koordinatensystem ist so gewiiKlt zu denken, dafs die positive X-A.xe 
auf kurzestem Wege in die positive F~Axe dureh die Erddrehung 
iibergefulirt wird. 

Zum. Zwecke der Integration fassen wir die Gfl (17) in die kom~ 
plexe Form zusammen: 



und nehmen an, dafs infolge YOU Massentransporten der TrSgheitspol 
eine elliptisehe Sehwingung nm seine mittlere Lage ausfiihre. Wir 
fconnen dann fur | + iy ahnlieli wie frulier fiir A + M den Ansatz 
machen: 

(19) | + ifl == ae* at + ae**"'. 

Dem entsprielit als zngeioriges partikulares Integral VOB. (18) > welches 
die durcli den Masse&transporf erzwungene Schwingung des Botations- 
pols darstellt (yon der freien, in der Periode 2vt/f$ = 14 Monaten 
erfolgenden Sdiwingnng koiinen wir absehen): 
I u + i v 

(20) a 



GrL (20) stellt ebenso wie (19) eine elliptische Sckwingung dar. 
Um die gegenseitige Lage imd Grofse beider EUipsen bequem zu iiber- 
sehen, konnen wir die Koordinatenriclitungen so gewahlt denken ; dais 
sie mit den Hanptaxen der Ellipse (19) zusammenfallen. Dann sind a 
nnd GL iind naeii (20) anch 5 und V reelL Nennen wix die Hauptaxen 
der beiden Ellipsen bez. h, Jc, Jff, K f so konnen wir statt (19) und (20) 
sckreiben: 

(19 7 ) | + iy *** Ji cos at + *J sinaf, h a + #', fc c& a r , 
(20') ^i + iv Hcostct + iSIsmxt, H*= b + V, JE= ft - V. 
Man erkennt hierane, dafs der Eicktung naci. die Hauptaxen beider 
EHipsen zusammenfallen; was ilrre Grofse betrifft, so ergiebt sich aus 
(20) und der Definition der h, lt f &,Ki 



pt_- a ii t 'p*a*' ' 

Es ist dabei zsu beachten, dafs die JET, mit Vorzeicken zu rechnen 
sind und dafs man auch. der Grofse A ey. das negative Vorzeicken bei- 
zulegen hat, um erforderliclienfalls den richtigen Umlaufssinn des 
Tragkeitspoles durek (19*) zum Auadruck zu bringen. Die Umkekrung 
der GL (21) liefert 
(22) k^ff^..K 9 k^K-^H. 
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Es mogen zunaehst einige Zahleubeispiele und Figuren folgen. 
Wir nekoaen dabei an, dafs der fraglielie Massentr&nsport meteorologi- 
schen Ursprungs sei, also die Periode eines Jafares habe. Als Periode 
der freien Sehwingung sehen wir, ran der Elastizitat des ErdkSrpers 
Reehnung zu tragen (ygi pag. 713), die Chandlersche an. Dann wird 
rund cc/ft == 7/6. Der Tragheitspol moge eine geradlinige Schwingnng 
ausfuhrett, es sei also z. B. ^ = uud t]=*k$i&at. Aus (21) er- 
giebt sich 

jja jt == 32/c* Jr= ~jfc = 28jt 



und ans (20 r ) 

w = 3 ? 2 ^ cos a^ ? ? = 2,8 
DIeser Fall wird durch Fig 107 a veranschaulieht. Wir haben dabei 
entsprectende, d. In. zu gleich.ei o Zeit von dem Tragheitspol und dem 
Eotationspol inne geliabte Ptinkte mit gleicten Zatlen bezeichnet- 

In Fig. 107 b ist hinsiclitlich der Balm des Tragiieitspoles an der 
vorigen Annahme festgehalten. Dagegen liaben wir, wie es ftir einen 





1071). 



absolnt starren Erdkorper angemessen ware, als Periode der freien 
SdiwiBgnngen die Eulersehte gewahlt, Es wird daim cc/ft = 5/6 und 



u ^ -(- g ; 7 jb co^ ^^ i? + 3 3 3 fc sin at. 

Beide Figuren 107 bringen die wiederholfc herrorgehobene Reso- 
nanzwirkung zum Ausdruck ; vermoge deren die Bewegung des Rotations- 
poles bei nicht sehr verschiedenen Perioden der freien und erzwungenen 
Schwingtmg wesentlich ausgiebiger wird, als die des Tragheitspoles. 
Dafs sich in Fig. 107 a der Rotationspol auf der entgegengesefesten, in 
Fig, 107 b auf derselben Seite wie der Tragheitspol befindet (entgegen- 
gesetzte bez. gleiche Phase hat), entsprielit emem allgemeinenSchwingungs- 
gesetz; entgegengesetzte Phase triit stets im FaJle a>^ ? gleiche Phase 
im Falle cc<@ ein. Den tfbergang zwischen beiden EEipsen ver- 
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mittelt der Fall a /J, wo unsere Ellipse (s. 61 (21)) in einen Kreis 
YOU unendlick grofsem Radius iibergeht Im Falle a = (unendlich 
laage Periode, sakolarer Hassentransporfc) artet die elliptische in eine 
geradlinige Schwingung aus, indent (vgi (21)) 11= 0, JT==& wird; 
der Eotationspol folgt dann genau der Balm des Tragheitspoles. Im 
Falle ac = oo (unendlich rasche Sehwingiing) vermag der Eotationspol 
der Einwirkong defe Massentransportes Iberhaupt nicht zu folgen; es wird 
nach (21) H JC 0. Denkt man sick in Fig. 107 b die in eine Grerade 
ausgeartete Ellipse des Tragheitspoles durch eine kontinuierliehe Folge 
von sich erweitemden EUipsen, zn denen aucli die in dieser Fignr 
konstmierte Ellipse des Rotation&poles gehort, in den nnendlichen Kreis 
iibergefulirt nnd in Fig. 107 a diesen durcli eine kontinuierliche Folge 
von sick verengernden Ellipsen, deren eine mit der in dieser Figur 
verxeichneten Ellipse ubereinstimmt, in den Koordinatenanfangsptinkt 
zusammeBgezogen ? so tat man das Gesamtbild der mogliclien 
Bahnen des Eotationspoles bei beliebigen Werten des Verkaltnisses a/($ 
vor sich. 

So iibersiehtlicli liegen indessen die Verlialtnisse nicht mehr ; wenn 
wir die Bahn des Tragheitspoles selbst als elliptisch ansetzen, also der 
soeben betrachteteB geradlinigen Schwingung eine zweite dazu senk- 
reckte nnd in der Phase gegen jene verschobene Schwingung hinzn- 
f&gen. Dann kann es insbesondere vorkommen, dafs der Eesonanz- 
effekt in gewisser Weise durch Interferenz verdeekt wird; die Mannig- 
faltigkeifc der gegenseitigen Lagen beider Ellipses, die nach den GH. (21) 
inoglieh sind, wird dann anfserordentlich gofs. 

Nach Erledignng der vorangestellten drei Probleme kommen wir 
nun anf die bei der Erde vorliegenden realen Verhaltnisse ; insbesondere 
auf den im Anfang dieses Paragraphen besprochenen Luftniassentrans- 
port znriick Wie Herr Spitaler anf Grand der Luftdrackkarten (durch 
niechaaiische Quadratur fiber die Erdoberflache) berechnet, wird durch 
den Lufttransport der Tragheitspol abgelenkt 

im Jannar tun 0",055 nach 100 west! v. Gr. 
Juli n < 0^041 68 6stL v. Gr. 

Der Tragheitspol schllgt also zu jenen beiden Zeitpunkten um an- 
nahemd ^leicke Winkel nach annahernd entgegengesetzten Meridianen 
hin aus. Durch spater hinzugekommenes Material wurde Schweydar*) 
in den Stand gesetzt, die Lage des Tragheitspoles fiir jeden Monat zu be- 
rechnen. E zeigt sich, dafi der Tragheitspol mit groBer Annaherung 
eine lineare Schwingung in ost-westlicher Eichtuug mit der Amplitude 

*) Berliner Akademie 1919, S. 357. 
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0,05" ausfabrt, Die genauere Bahn zeigt Fig. 108. In Fig. 107 hatten 
wir bereits die Bahn des Botationspoles dargestellt, die einer gerad- 
Hnigen Schwingung des Tragheitspoles ent&pricht; man hat dort die 
y-Ase als OW-Biehtung zu deuten. Die Integration war dabei in solcher 
Weise eingerichtet, dafs der Botationspol die gleiche Periode zeigte 
wie der Tragheitspol, namiich die Periode eines Jahres; d. h. es war 
der rein erzwungene Bestandteil der Beweguog herausgeschalt worden. 
In mathematischer Hinsicht bedeutet dies eine passende Wahl der 
Integrationskonstanten, in physikatiseher Hrasicht, dafs die Sebwmgimg- 
des Tragheitspoles seit unendlich langer Zeit bestanden und die Be- 
wegung des Botationspoles dieser vollkommen sich angepafst hat. 

Die allgemeine Bewegung ergibt sich, wenn man dieser erzwiingenen 
Teilbewegung eine beliebige freie Chandlersche Nutation tiberiagert 
Eine solche tFberlagenmg entsteht, wenn zu irgead einer Anfangsseit ein 
einmaligerlmpuls den Botationspoi aus seiner erzwungenenBahnentfernt. 
In alien solchen Fallen geht die einfache EEipse in eine komplizierte 
Figur fiber, die sieh als 
Sunnoationsergebnis der 
freien und erewungenen 
Schwingung auffassen lafst 
Herr Schweydar zeichnet 
Lc. eine solche Figur ? indem"* 
er zum Anfangspunkte der 
Integration speziell den <V 
Nullpunkt, dh.denMittel- 
punkt der Ellipse wahlt. 
Die Figur bekommt dann ein spiralformiges Aussehen, ahnlich wie unsere 
Darstellung 104 der beobachteten Polsciaw&nkungen. 

Was die quantitativen Verhaltnisse betrifi't, so haben wir nach Fig. 108 
in Fig, 107 a die dortige Entfernung 01 =03=^0,05" anzunehmen, und dein- 
entsprechend auch die Constante in den Formeln (21) (22) von S. 720 gleich 
0,05" anausetzen. Daraus ergeben sich nach S. 721 dieHalbaxeninBich- 
tung NS und W H - 3,2.0,06" - 0,16", K - 2,8.0,05'' - 0,14". 
Die hierdurch festgelegte Ellipse ist mit unserer Figur 105 b zn rer- 
gleichen. Auch hier scheint der.NS-Ausschlag J?etwas grofser zu sein als 
der OWAusschlag K\ die !*igur ist eingeschlossen in ein Bechteck 
von den Seitenlangen 0,32" in Bichtung NS und 0,24" in BichtungOW; 
die dementsprechenden Maximaiamplituden 0,16" und 0,12" stimmen 
faat genau mit unseren theoretischen Werten tiberein. 

Alles in aflem hat man zu der Annahme guten Orund, dafs der 
jahrliche Bestandteil der Polsehwankung&n aus meteorologischen Massen- 
transporten befriedigead zu erklaren isi 

Nicht so gtnstig stehen die Aussichten ftr die Erklarung des in 
Fig. 106 dargestellten Bestbet^ages von unperiodischen Polschwimbai^eo. 
Sakulare Massenveiinderungen von einigermafsen wahrscheinlichem Be- 
trage geben ineist nur sehr Heine Einwirkungen auf den Tragheita- 
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Bud den Botationspol*). Anch. uaacht die allgeineiiie Gestaltnng von 
Fig. 106 > soweit wir derselben iiberhaupt reale Bedeuiu&g zusprecbea 
k0imeii ? den Eindrock, als ob eg sieb. bei den u&periodiseben Pol- 
sehwa&kuageiL meJir um kurxere Zeit anhaltende und dans im urn- 
gekehrtea Sixmo wirkende Storungen tandeli 

Storangen dieses Cbarakters wiirden sick in unserer obigeu Be- 
zeichniing als direkte Einfliisse auf den Impnls der Drehbewegung 
ergeben ? wenri eine MassenTerschiebung auf der Erde gsiemlicii plotzlick 
eingeleitet wird und alsdann wieder znr Rulie kommt, so dale der 
Impuls der Massenyerscliiebung erst erzengt und nachter wieder Ter- 
nichtet wird und die korrespondierende Impnlsanderung der Erddrelmng 
zuerst im einen nnd alsdann im entgegengesetzten Sinne stattfindet. 
Da wir indessen durchaus keinen Anhalt zu der Annabme liaben^ dais 
derartige MassenTersciiiebuBgen Ton kinreiciiender Starke auf der Erde 
moglich sind, so taltea wir es flir nutzlos^ die soeben angedeatete 
Vorsteilumg welter auszufiiliren. 

Hinsiclitlicli der aUgemeinen ana.lytisch.en Entwickelungen dieses 
Paragrapken sei noch herrorgehoben, dafs die fftr die Behandlung des 
Erdkorpers Ton yariabler Massenverteilung grundlegenden Grleichungen 
(3) unmifctelbar ans nnserer Auff&ssung der Etilerschen Grleichungen 
entspringen^ aucli fur den PaU ; wo die Koordinatenaxen nicbt Hanpt- 
axen des Erdkorpers sind oder bleiben. Unter Festhalten an den einmal 
gewablten Koordinaten gelangten wir dann d\nrch blofse Spezialisiernng 
auf den besonderen vorliegenden Fall zu der einfacbsten Grleichungs- 
form (17). In der Litteratur wird das Problem am eingebendsten yon 
GL H. Darwin**) behandelt. Darwin legt dabei als Koordinatenaxen 
nicht wie wir im Erdkorper feste Axen, sondern die im Erdkorper 
bewegliciien jeweiligen Hauptaxen zu Grunde und kommt auf diese 
Weise ebenfalls zu den Endgleicbungen (17). Die der Fig, 107 b zu 
Grande liegenden Eechnungen sind zuerst von E. Radau***) gegeben 
worden ? weshalb die Ellipse jener JFigur gelegentlicb. als Radau'sclie 
Ellipse bezeiciinet wird. TJnter allgemeineren Voraussetzungen disku- 
tiert F. E. Helmert f) den Zusammeniang zwiscben der Ellipse des 
Tragheitspoles und des Rotationspoles. 

Unsere Darstellung der Polscbwankungen w^rde aber unvollstandig 
sein ; wenn wir niclit neben den Mnsielitliek des Rotationspoles cenfoi- 

*) Vgl. Tisserand, M^caniqiie celeste 33, Chap. *29, art. 4 208 und Chap. 30, art. $18, 

**) (j, H. Darwin : On tlie influence of Geological Changes on the Earth's 

Eotation, London, Phil Trans, 167 (1877), mit einem Anhang yon Lord Eelvife. 

***) E. Eadan, Comptes Eendug ill (1890) und BisHetin Aptronomique 7 (1890) 

f) P. B, Helm ex t, Aatronom, Nachr. 126 (1891), Kr. S014 
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Wirkungen der Massentransporte iioct gewisse centrigetale 
Teji'lenzen erwahnen wiirden, die dureh Auftreten YOU Reibungsein- 
Qossen Yeranlafst werden und die in gewisser Weise die Bewegung des 
Rotaiionspoies beruhigen nnd vereiiifaehen koimen, so wie jeBe die- 
selbe storen und komplizieren 

Wir denken in erster Linie an die Reibung, welche Bile mid 
Fktf ID it sicli bringt und zwar zunachst die gewohnliche durcli Mond- 
oder Sonnenanziehung hervorgebrachtc. 8chon Immanuel Kant hat 
1754 das Vorbandensein einer solchen Reibung betont uiid hat daraus 
die Notwendigkeit einer sakularen Verlangerung des Sterntages ab- 
geleitei Wie diese Reibung ini Einzelnen austande kommt, brauchen 
wir Jiier nieht zu erorfcem*); far unsere Zwecke genagt die folgende ? 
etwas groteske Vorsfcellnng : Anf der mit Wasser bedeckten Erdoberflache 
sind an den diametralen Enden eines Durohmessers die beiden Flutberge 
augehatift; die Erde rotiert unter ihnen fort ; wahrend die Mutbergs Belbst 
stillstehen bez. nach Mafsgabe der Mondbewegung ihre Stelle verhiiltnis- 
mafsig langsam yerandern. Sie iibertragen dnrch die Viscositat des an 
der Erde haftenden Wassers em Drehmoment auf diese, welches der 
Erddrehung entgegenwirkt. Wenn der Mond genau im augenblickliehen 
Aqxiator der Erde fest stiinde und die Synimetrie der Flutbewegung durch 
die Kontinente nieht gestort ware, wurde die Axe des Drehmomentes 
mit der augenblicklichen Rofcationsaxe iibereinsthmneii und seine GrSfse 
der Grofse dieser proportional sein. Die hierdurch gekennzeichnete 
denkbar einfachste Bestimmung des Drehmomentes der Flntreibung 
wollen wir dann als annahernd nnd im Mittel allgememgiiltig ansehen. 
Wir konnen etwa die beiden Plutberge mit den beiden Backen einer 
Eisenbahnbremse vergleichen, die sich an das rotierende Rad anlegen. 
und dessen Umdrehung verlangsamen, 

Die weitere Verfolgung des Einflusses der Flutreibung ist hier- 
durch auf ein Kreiselproblem zuriickgefuhrt ; welches bereits in Kap. VII, 
7 als Problem des Luftwiderstandes behandelt wurde: Bin sonst 
kraffcefreier Kreisel steht unter clem Einflufs einer Drehkraft, deren 
Axe die augenblickliche Drehungsaxe ist und deren Grofse der augen- 
blieklichea Rotation negativ proportional ist. Wir sahen ? dafs bei 
einem solchen Kreisel die Rotation allmahlich erlischt nnd dafs gleich- 
zeitig die Rotationaxe asymptotisch und spiralig mit der Axe des 
grofsten HaupttragheitsmomenteB sich zu vereinigen strebt (vgL pag. 588 
nnd die Figur von pag. 589). Bei der Erde ist die Axe grofsten 

*) Ygl. hierzu Kap. 16 nnd 17 des Werkes VOB G. H. Darwin, auch wegeu 
weiterer Litteratur. laebesoBdere sei noch. auf die dort er&rtert&n. 
kosmogonischen Wirkuutgeii der Gexeitenreibnng iiingewiesen. 
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Traglieitsmomentes die polare Hanpttragheitsaxe. Es konnte also 
scheinen, dais wir in dieser Flutreibnng eiae die Polsehwanknngen 
ausgleielien.de und dampfende Wirlrang liaben und dafs wir es dieser 
Wirkung Yerdanken, wenn trote temporarer Storangen der Kotationspol 
im Mittel dem Tragheitspol erfakrungsgemafs so naiie bleibt. 

Indessen lekrt eine ZaHenrecknung, dafs diese Wirkiing ganzHch 
zu YemacHassigen ist. Wir kniipfen dabei an Gl. (1) raid (6) von 
pag. 587 und 588 an. In GL (6) bedeiatete den Winkel, den die 
augenblickHche Eotationsaxe mit der Axe grofsten Hanpttragheits- 
momentes zur Zeit t einscliliefst^ |S denselben Winkel zur Zeit t = 0. 
Indem wix uns anf kleine Winkel , @ g bescliranken, konnen wir 
GL (6) schreiben: 



wo B (rund gleich 1/300) wie fritter die Elliptizitat der Erde be- 
dentet. Nacli der angezogenen Gl. (1) ist andrerseits: 

_i* 
JL** e~"<* . 

Beide Gleielrangen zusaznmengefafst ergeben 

=( 

/? \ V 

rO \ ' (t 1 

Wabrend also die Plutreibung eine ursprunglich vorbandene Ablenknng 
/3 der Eotationsaxe anf die Halffce iires Betrages reduziert \ft*= y|? c 
reduziert sie gleichzeitig die ursprunglicli vorhandene Erdrotation 

auf den Brncbteil 

OAA X 



(I)'" 



ilirerselbst, Mit anderen Worten: Die Erdrotation mufste v&rmoge der 
Flttfreibung Ttereits so gut wie vollstmdig zwr Ruhe gekommen sein, ehe 
die HSlfte einer ursprunglich wrhandenen AUmkung der Eotationsaxe 
ansgeglichen ist. In soldier Weise aufgefafst kommt also die Flut- 
reibnng far die Frage der Polscbwanknngen iiberhanpt niclit in Betrackfc 
(ebensowenig wie der Massentransport der gewohnlichen Mond- oder 
Sonnenflut, vgL pag. 714) und kann aueh niclit (vgl. pag. 593) zur 
Erklanuag saknlarer Andemngen der Kotationsaxe, wie sie in der 
Geologie Ixanfig postuliert worden sind, lierangezogen werden. 

Indessen giebt es noch eine andere Art Muten und eine andere 
Art Flukeibung, welche in wirksamerer Weise den Rotationspol nach 
dem Tragteitspol zurilcldenken dtirften^ namlich diejenigen Fluten, die 
durch die Polschwanktmgen selbst herrorgerafen werden (vgl. pag. 684 ; 
wo wir insbesondere den Yierzeknmonatliclien Bestandteil dieser Flnten 
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erwahnten). Aiich diese Fiuten warden, mit Keibung Yerbunden sein 
und zwar kann man sich Yorstellen, dafs die Beibnng tier der Anderung 
der Eotationsaxe entgegenwirkt . und dafs ihre Axe anf der Botationsaxe 
senk-reckt steht, wahrend die Reibung bei der gewohnlichert Mond- und 
Sonnenflut von der jeweiligen Grofse der ^Rotation selbst abhangt und 
ihxer Axe nach mit der jeweiligen Botationsaxe zusammenfMlt. 

Wollen wir nns YOU dem Zustandekominen dieser Muien eine 
mogliclist einfaclie ? wena aucli wieder etwas rote Vorstellnng bilden ; 
so koimen wir folgendermafsen sagea: Die Lage der Rotationsaxe ini 
Erdkorper zu einer gewissen Zeit sei durch die Grofseii p, g, r ge- 
geben; dieser Lage entspricht^ wenn YOU der Einwirkmig der Konti- 
nente abgesehen wird ; eine Anordnung der Wasserbedecknng ; bei 
welcher letetere eiaen Flutgtrtel um den zur Botationsaxe senkrecliten^ 
augenblicklichen Aqnator bildet. In einem folgenden Zeitpunkte sei 
die Lage der Botationsaxe gegeben diarch p -\-pdt, q + 'dt> ? + r'dfy 
der Flutgiirtel legt sich. jetzt um den nunmelirigeii Aquator herum 
und ist gegen seine Yorterige Lage gedreht. Wir fdhren ika aus 
seiner ersten in seine zweite Lage iiber, indem wir ihn um die gemein- 
same Senkrectte zur ersten und zweiten Lage der Botationsaxe drehen 
und zwar durcli einen Winkel^ welcher dem Ablenkungswinkel der Bota- 
tionsaxe gleich ist. Die Flutreibung wirkt dieser Dreliung entgegen; 
wir nehmen der Einfachlieit wegen an, dafs das Moment der Flut- 
reibung um dieselbe Axe wirkt, wie diese Drehung erfolgt, und der 
Grofse der Drehungsgesckwindigkeit proportional ist. Die Axe der 
Flutreibung bereefanet sich dann dtarch. die Unterdeterminanten des 
folgenden Schemas: 



Die Komponenten der Flutreibung werden daher den folgenden Aus- 
driicken proportional 

qr'-rq, rp'-pr, pq'-qp'. 

Berticksichtigen wir, dafs die Gbrofsen jp, q, p f , q', r Mein sind und dais 
r naherungsweise gleich. o ist y so konnen wir unter Vernachlassigung 
kleiner Gr5fsen zweiter Ordnung dafer schreiben: 



Mit Benutaung eines positiven Proportionalitatsfaktors i setzen wir 
dementsprechend die Kcmponenten der Flutreibung den folgenden 

Gbrdfsen gleioh 

- I Aq', + lAtf, 0. 
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la der That erkennt man leielit, dafs durcli diesen Ansatz den oben 
iiber Ghrofse ? Axe und Sinn des Flutreibungsmomentes gemacliten Ver- 
abredungen entsproclien wird, falls die Drehgeschwindigkeit der Erde 
o als positiv gereeknet wird, die Koordinatenaxen also die auf pag. 720 
angegebene Lage haben, Das Tragheitsmoment A wurde den vor~ 
stetenden Ausdrucken als Faktor hinrogefiigt, damit die Grofse I der 
Dimension nach eine reine ZaM vorstellt^ was fttr das Folgende be~ 
qnem ist. 

Um den Einflufs dieser Flutreibung auf die Polscliwankimgen zu 
bestimmen ? gelien wir auf die Eulersclien Gleictungen zuriick, denen 
wir rechterhand die soeben bestimmten Komponenten der Flutreibung 
himaifugen. Die Gleidtung far die Komponente r wird dadurch in 
erster Naberung nicht abgeandert Diese Komponente konnen wir daher 
auck mit Rtieksielit auf die Flutreibung als konstant ansehen und 
gleieh. CD setzen; mit anderen Worten: die Lange des Sterntages wird 
durcli die jetzt in Rede stehenden Fluten innerhalb der von uns fest- 
getaltenen Grenauigkeitsgrenze nicht yerlangert. Die Eulerselien Grlei- 
ekungen far die Komponenten p und q des Drehungsvektors lauteB t 
wenn wir von der Storung der Bewegung durct Massentransporte ab- 
seiien und nur die freien Sctwingimgen der Erdaxe betracliten: 



Aq (G A) &p + lAp'. 

Wir fassen sie zum Zweck der Integration in der ofters beschriebenen 
Weise in die eine komplexe Gleichung gusattimen: 



wofiir wir mit Einffihrung der Elliptizitat s auck scbreiben konnen: 

(1 $ A) ($' + *Y) ^ **& (]? + f 'ff) - 

Die Zahl A wird jedenfalls klein gegen 1 sein ; da im anderen Falle 
periodisete Pokctwankungen tiberhaupt niclit zu&tande kommen konnten. 
Daher konnen wir ohne merkliclien Fehler die Grleichung auch so 
umformen: 



und folgendermafsen integrieren: 

P + iq 

a 1st die Integratiouskonstante, welclie von der Anfangslage der Erdaxe, 
d. h. den der Betraehtung vorausgegangenen Storongen abhangt, 

Von hier aus ergeben sick folgende ScUuase: Die Reibung lafst 
die Periode der Polschwankungen ungeandert (ungeandert bis auf Grofsen 
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zweiter Ordnuzig); ihre Frequenz wird auch jetet durck das Produkt sco 
bestimmt; dagegen erscheinen die Schwingungen jetzt vermoge cler Eel- 
bung gedampft. Der Dampfungsfaktor betragt fur die Dauer einer freien 
Sehwingung nach der Yorstehenden Formel e"^ nl . Vermoge dieser 
Dampfung wird ersichtlich der Rotationspol dera Tragheitspole ge~ 
n'ahert; auch ist es klar ? dafs hierdurch der firtOier hervorgeliobene 
BesonanzeJOFekt gemildert wird, sodafs beiin Zusammenfallen der freien 
und erzwungenen Schwingungen die Amplitude des Rotaticxnspoles nicM 
nielir unendlich wird ; sondern eine durch den Wert des Dampfungs- 
faktors Tbestimmte endliclie Grrofse annimmt. 

tlber die zahlenmafsige Grofee dieser Dampfong, insbesondere der 
Darnpfangskonstanten A, sind wir leider zunachst yollig im UaHaren. 
Da wir schon iiber die Grrofse der fraglichen Fluten (ygL pag. 706) 
tkeoretiscli nichts auszusagen Yermoctteii, wird es nocb. weniger moglieii 
sein ; die Grofse ihrer Eeibungswirkung zahlenmafsig abzusehatzen. 

Wir wollen nocli bemerken, dafs sehr "wahrscheinlicli aiieli die 
im Yorigen Paragraphen besprochenen Deformationeii des Erdkorpers 
niit Energieverlusten Yerbunden sind und daker ebenfails einen Beitrag 
zur Dampfung der freien Sckwingungen liefern werden. Wenigstens 
ist uns kein elastischer KSrper bekannt ; in welctem einmal erregte 
Deformationsschwingungen nicht alsbald abistiirben; wir schieben diesen 
Umstand auf das Auftreten innerer BeibttngsYorgange oder elastisclier 
Nachwirkungen, Es w'are nun boclist unphysikaliscli, anzunelimeji ? 
dafs dies bei dem Erdkorper anders sein sollte. Infolgede&sen s<;b.emt 
BIB angemessen, neben der FlutreibuBg auch die inn ere Reibirag des 
Erdkorpers bei semen friiher beschriebenen Fonnanderungen als eine 
mogliche Dampfungsursache der Polsckwankungen ins Auge zu fassen, 

Bisher hat man bei der rechnerisehen Behandlung der Polschwan- 
kungen die dampfende Wirkung der Yerschiedenen moglichen Energie- 
verluste^ die ja in analogen Fallen bei sonstigen mechanischen Problenaen 
mit Recht beriicksichtigt wird*)^ wohl stets Yernaehlassigt, indem man 
die Polbahn durch eine naeh reinen, ungedampften trigonometrisclieii 
Fimktionen der Zeit fortschreitende Fourier'sche Reihe darstellte (ygL 
die Citate auf Chandler pag. 673 und van de Sande BaTihuyzen pag, 682), 
Auch unsere graphische Reduktion der Polbahnen in 6 dieses Kapitels 
fttfste auf dieser Annahme und wtirde zu modifizieren sein ? YTenn wir 
die Dampfung beriicksichtigen bez. wenn wir aus der thatsachlich be- 
obachteten Polbahn aufser den verschiedenen in der Polbahn Yersteckteii 



*) TgL z. B. Eolith, Dynamik starrer KSrper, Bd, II (deutache Ausgabe Leipzig 
1898) Kap, YH S31 333. 
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Perioden aucla die Grofse ihrer Dampfangen eraitteln wollen. Da eine 
theoretisehe Vorausberecbnung der Daxnpfungskonstante 1 ziemlich aus- 
sichtslos erscheint, so sollte man vielleicht Yersuchen, in der soeben 
angedeuteten "Weise aus den Polsckwankungen selbst dariiber Aufschlufs 
zu ertalten. 

Natiirlieh ist die oben zu Grande gelegte Vorstellung iiber 
die Wirknng der Polsch.wankiingsfl.nten eine recht idealisierte; wegen 
des EinfltissBs der Kontinente auf die Flntbewegung werden die 
Verhaltnisse in Wirklichkeit viel komplizierter liegen. Es wird da- 
her erwlinsclit sein ? obne spezielle Annahmen zuzulassen, durch eine 
ganz allgemeine Betracbtung, die anch. den Fall der Deformations- 
reibnng im Innern des Erdkorpers umfafst ? die Wirknng irgend welcher 
energieFei-zehrender UmstSnde wenigstens ihrem Sinne nacli zu be- 
stimmen. 

Bei den Polsctwanknngen und den durch sie erzeugten Fluten 
ond Deformationen sowie der zugehorigen Flutreibnng nnd Deformations- 
reibnng konirnen nnr innere Krafte ins Spiel y die den Gresamtimpuls 
des Massensy stems > das wir Erde nennen, ungeandert lassen (im Gegen- 
gate zu der vorher betrachteten Flutreibung, die durch die aufseren 
Kiafte Ton Sonnen- nnd Mondanzieliung hervorgebracht wird). Fur 
die Komponenten des Gesamtimpnlses gilt daher di6 GleichuBg 

L? + Jf 2 + N* const., 

die wir als Gleiclrang einer Kngel deuten k5nnen. Andrerseits wird 
die lebendige Kraft des Systems durch die Reibung rermindert, indem 
ein Teil derselben in Warme umgesetzt wird. Wenn wir nns gestatten^ 
den Ausdraek der lebendigen Kraft eines starren 
EJreisels auf unser in sich bewegliches System 
uberferagen, so konnen wir schreiben 

L*+M* N* 9T 

A + ~0' ===/J > 

tind konnen diese Gleichnng in den Koordinaten 
L, M, N fur jeden Wert von T als ein Ro~ 
tationsellipsoid deuten. Und zwar handelt es 
M ^^^ sieh um ein verlangertes Rotationsellipsoid 

M (wegen C>A), welches, indem es sich selbst 

ahnlichi bleibt, sich allmalilicli zusammenxielit 

(wegen der aUmahlichen Abnalime ron T). Auf der Scbnittkurre beider 
Machen (Kugel nnd Ellipsoid) mufs der Bndpunkt des Lnpulsvefctors 
L, M) N liegen; diese Schnittkurre zieht sict aber bei der aUmahliclien 
Verkleinerung loiseres Ellipsoides auf einen Punkt der N-Ax. zusammen 
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(ygl Fig. 109); der Impulsvektor und zugleich mit ihm die Rotations- 
axe geht dabei in die polare Hanpttfagheitsaxe, der Bewegungszustand 
also in die einfaclie gleiciiomige Umdrehung um diese Axe ttber. 

Insoweit als diese tJberlegung auf den Fall der Flutreibung oder 
auf andere dissipatiye Einfiiisse anwendbar ist, diirfen wir belaaupten, 
dafs solche Einfiusse irgendwie erzengte Storttngen des einfaebsten. 
Bewegungsziistandes der Erde ausgleichen nnd die Lage des Rotations- 
poles auf der Erdoberflache stabilieren werden. 



9. Der Haehweis der ErdrotatioB. dureh die Kreiselwirkung. 
Eoticaiilts Gyroskop tind Gilberts Barogyroskop. 

NacKdem Leon Foucanlt im Jakre 1851 seinen glanzenden 
Pendelyersncli zmn Nactweis der Erdrotatioii durchgefulirt katte, unter- 
naliin er es im folgenden Jakre ? demselben Zweck die Kreiselwirkungen 
dienlich zu maclien, Er benntzte einen Ereisel im Cardaaiisclien Ge- 
hange (vgL z. B. die sciiematisclie Figur 2 yon pag. 2) ; dessen einzelne 
Teile: Scliwimgring ; innerer mid aufserer Ring, mit grofster Sorgfalt 
so justiert waren, dafs der Sctnittptinkt ihrer Drehaxen zugleich 
Sckwerpunkt jedes dieser Teile war. Foucaults Versuchsanordnung 
war eine doppelte: das eine Mai*) liefs er dem Ejreisel seine drei 
FreiJmtsgrade y indem er den 'aufseren Ring um eine Tertikale Axe in 
Spitzen drebbar mactte. Diese Spitzen dienten dabei uiclit sowohl zmn 
Tragen des Kreisels ? als zur Vertinderung seitlielier Bewegnngen; ge- 
tragen wizrde das Gbwicht des Kreisels yielmekr dnrcli einen torsions- 
losen Faden, an dem der aufsere Ring aufgehangt war. Der innere 
Ring nikte mittels Schneiden auf gewissen Auflagerflaehen des aufseren 
Ringes. Das andere Mai**) stellte er den inneren Ring gegen den 
aufseren fest, operierte also mit einem Kreisel yon nur mehr jswei Freir 
Jmtsgraden, weleher yermoge seiner VerbinduBg mit der Erde in ge- 
wisser Weise gefukrt wird, 

Im Falle des Kreisels von drei Freflieitsgraden bleibt nacli Foucault 
bei starker Rotation des Schwungringes die urs$rungliche Itiehtung 
seiner Am im absolufen Raume fest, oder, anders ausgedrdckt, weist 
diese Axe bestandig nacli demsefben PwnMe des FixstiemMmmels. Von 
der Erde aus gesehen bewegt sich also jeder ihrer Punkte paraEel der 



*) Sur une Bonvelle demonstration exp^aimentale dn mouvement de la Terre, 
Comptes Rendues Bd. 85, Paris 1862, pag. 421. 

**) Sur les pMnomenes d'orientation des corps tonmanis entratuea paw: une 
axe xe 4 la surface de la Tenre Ebuveamx signes sensibles du mouveinent diume. 
1. c. pag. 524. 
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Richtung des Aquators. Greoinetrisehe Betrachtungen dor einfachsten 
Art zeigen von hier aus die Richtigkeit der folgenden Aiigaben: 

Weist die Axe zu Beginn des Versuches nach dem Zenith ; so bildet 
sie nach der Beobachtungszeit A den Winkel <o cos 9 &t (GO = Winkel- 
geschwindigkeit der Erdmndrelmng ? 92 =* geographische Breite) mit der 
Lotlinie, weil in der gleicieu Zeit das ursprtingliche Zenith diesen 
Bogen urn den Pol des Himmels besehreibt. Liegt andrerseits die Axe 
des Schwungringes ursprunglich horizontal und in der Kichtung des 
Meridians, so bleibt sie fur eine hinreichend kurze Beobacbtiingszeit 
horizontal und bildet nach der Zeit A den Winfcel c0sm<pA mit 
dem Meridian, weil ein Stern am Horizont unter dem Meridian den 
Polabstand q> (oder n <p) besitzt und wahrend der Zeit Ai einen 
Bogen G) sing? A# von horizontaler Richtung besehreibt. Derselbe AITS- 
druek CD sin 9? A ^ der iibrigens anch bei dein Foucanltschen Pendel- 
versuch anftritt, gilt auch fiir die Horizontalkomponente der Winkel- 
anderung bei beliebiger horixontaler Anfangslage der Sdiwungringaxe. 
Fragen wir uns namlich. nach der scheinbaren Bewegung eines Sternes 
im Horizont bei beliebigem Azimuth^ so besteht dieselbe aus einer 
Drehnng G) um die Polaraxe ; die wir uns in eine Drehnng m sin <p nm 
die Lotlinie und eine Drehung o cos 9? um den Meridian zerlegen 
konnen. Die erstere Komponente liefert die Horizontalbewegung des 
Sternes ; welclie wahrend der Beobachtuagszeit A if also cosin<pA be- 
tragen wird; die letztere Komponente giebt die Hohenanderung des 
Sternes. Die erstere Komponente und also auch die Horizontalkompo- 
nente der Bewegung der Kreiselaxe ist hiernach ron dem Azimuth der 
AnfangssteEung unabhangig. 

An letzteren Umstand kniipft die Versuchsanord,nung yon Foucaitlt 
an. Man beaehte ; dafs bei horizontaler Anfangslage die Bewegung 
der Kreiselaxe dureh das Cardanische Gehange von selbst in ihre 
zwei Komponenten zerlegt wird, dais namlich die Bewegung des 
aufseren Binges die horizontale Komponente der Bewegnng der Kreisel- 
axe wiedergiebt, wahrend sicli die Bewegung des inneren Binges aUein 
durch die Hohenandemng der Kreiselaxe bestimmt. Foucault beobachtet 
daher unter dem Mikroskop den aufseren Eing ; dessen Verdrehung 
gleich m sin 9 A sein soli Als grofstmoglichen Wert der Beobachtungs- 
dauer giebt Foucault 8 bis 10 Minuten an. Berechnen wir also mit 
A = 8Min. und 90 ==49 (ungefahre Breite von Paris) die zu er~ 
wartende Ablenkung, so ergiebt sich in Gbradmals: 

on A* -^J 0,75-1^. 
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Diese siemlick betrachtlicte Verdreknng muJ&te sick 2umal unter dem 
Mikroskop mit grofser Siekerkeit feststellen lassen. 

Hiennit eontrastiert einigermafsen der TJmstand, dafs Foueatdt wax 
von dem Sinn der Verdrekung sprickt, der sick bei seinen Yersneken 
ricktig, also dem Slime der Erdrotation entgegengesetzt ergab, dafs er 
dagegen Zablenwerte aus seinen Beobacktungen nickt mitteilt. Wir 
wissen aiclit ; wie weit diese mit den tlteoretiselieii Werten gestimmt 
liaben. Solange aber die quantitative tTberemstimmmig Bicht nacii- 
gewiesen ist oder solange die FeHerquellen, welche die Niehttiber- 
einstimmraig bewirken, unbekaioit sind ; konnen die Versuche kaum als 
unwiderlegliclier Beweis der Erdrotatioa angesproclieii -werden; es konate 
ja sein ? dafs im vorKegexiden Faile die FehlerqneHen die Ablenbing des 
Ringes starker beeiaflnssen wie die Erdrotation selbst tuid dafs der 
ricktige Sinn des Resultates nnr sckeinbar duroh znfallige Gnippiemng 
der verscMedenen FeHer hergestellt wird. 

Als Fehlerquellen kommen hier Eamentlich eine nicht genatie Cen- 
triernng des Apparates und die Eeibting in den verscMedenen Lagem 
in Betrackt. Wokl ist der Foncanltscke und Graufsiscke Pendelversuch 
von Kamerlingk-Onnes*) in. mnsterkafter Weise nack der qnantita- 
tiven Seite kin auf alle FeHerquellen dnrckgeprtift worden; far den 
FoTicaultscken Kreiselversuch dagegen sckeint eine solcke Prufujig nie 
nnternommen zu sein. 

Die gro&a kistoriscke Bedentang des Foucatdfcscken Kreiselversuckes 
sckeint tins diaker weniger in dem Naekweis der Erdrotation selbsfc als 
darin zu liegen, daJCs dnrck diesen Versnck die allgemeine Atifmerk- 
S^cak^it a^f die Kreiselwirkungen gelenkt wnrde inid dafs die Kenntnis 
der Kreiselwirkungen dnrck die geniale ? von der Formel losgeloste Un- 
mittelbarkeit der Foncaultscken Auffassung wesentlick gefordert wnrde. 

Bevor wir die Tkeorie dieses Versuckes kritisck beleuekten, wollen 
wir znaiackst Nakeres iiber die xweite Versucksanordjiting von Foncanlt, 
fiber den Kreisei von zw&i FreiJmtsffrmden, berickten. Die Axe des 
Sckwnngringes bleibt jetzt nickt mekr iin Banme fest; vidmelw sfoebt 
dieselfoe nach FotwmU sick der Am de? Erddrehwig sowdt paraUel 0u 
stdlm, ah es die lesonderen Umstcmde des VerswAes erlwiben* Foncanlt 
sprickt daher von dsr Tendenz der Drehasen mm PwaUelismm**}, indem 
er xuxter Parallelismtis der Axen nickt nrar das ZnsammeBfallen der 
j sondern gleickzeitig das Obereinstimmen des Drek- 



*) Biss6rtationOroningenl879. Meuve bewijzen voor de aswenteling der sarde, 
**) Sar la tendance de rotations att parall^lisme. Comptes Bendue0 L c. 
pag. 602. 

, Kreiselbewegung. IILAufi. &% 
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sinnes urn die Axen versteht man konnte genauer sagen: Tendenz 
mm gleichsinnigen oder Twmologm Farallelismus. 

Etwa gleichzeitig mit Foucauit hat G. Sire*) dasselbe Gesetz 
zum Gegenstand einer Mitteilung an die Pariser Akademie gemacht und 
auf den Nachweis der Erdrotation angewandt, ohne selbst Versuche 
auszufiihren. Die theoretisehen tlberlegnngen von Sire, durch welclie 
dieses Gesetz gestfitzt wird ; siad indessen niclit einwandfrei, da sie 
an einer gewissen Vieldeutigkeit des Wortes Axe leiden (Figuren- 
axe^jBotationsaxe, Impulsaxe). Etwas Ahnliches lafst sich wohl auch 
gegei die glanzend gesctriebenen Ausfuhruugen Foucaults sagen; 
allerdings "beabsiclitigen dieselben bei ikrer Kiirae melir beschreibender 
als beweisender Natur zu sein. (Tgl. kier25u tinsere Kritik der popu- 
laren KreiseUitteratur in Kap. V, 3 tinter 2). 

"" ^Foncanlt nntersuclit auf Grund des genannten Gesetzes das Ver- 
halten der Sckwnngringaxe in den beiden besonderen Fallen ? wo die 
SchWnngringaxe entweder nnr in der Horizontalebene ; oder nur in 
der Tertikalebene durcli den Meridian des Beobachtungsortes frei be- 
wegEcli ist. Man erreiclit dieses ; indem man beidemal den inneren 
Ring nnter einem rechten Winkel gegen den aufseren festklemmt und 
die Dreliaxe des aufseren Ringes im ersten Falle in die Lotlinie, im 
zweiten Falle senkreelit gegen die Meridianebene des Beobachtungs- 
ortes stellt. 

Im ersten Falie, wo die Are des Schwungringes die Horizontal- 
ebene nicht yerlassen kann ; ist ein wirkliclier Parallelismus zwischen 
ikr und der Erdaxe nicht moglich: die Axe des Schwungringes strebt 
alsdann derjenigen Richtung zu 7 welche den kleinsten Winkel mit.4^r 
Erdaxe bildet, d. i. der Richtung des Meridianes. Und zwar wird die- 
jenige Seite der Axe, von der aus gesehen der Schwungring entgegen 
dem Uhrzeigersinne rotiert, nach Korden weisen, weil die Erde urn 
den Nordpol in dem gleiehen Sinne rotiert. Unsere Jiorwontal 'bewegliche 
Sckwungringaxe v&rMlt sick also aknlich wie die Magnetnadel im Dekli- 
natiansJcompafs (naturlich mit dem Unterschiede, dafs im Foucaultschen 
Versuch der astronomische Meridian an die Stelle des magnetischen 
tritt). Im Anschlufs an diese Analogie konnen wir diejenige Seite der 
Axe, von der aus gesehen die Schwungringumdrehung umgekehrt wie 
die Uhrzeigerbewegung erfolgt, als Nordpol des Schwungringes, die 
umgekehrte Seite als Sudpol bezeiehnen. 

Im anderen Falle, wo die Axe des Schwungringes in der Meridian- 



*) Sine spiitere Yerdffentlichtmg TOE Sire findet sick in der Blbliott^que 
uuiverselle de Geneve, Areli. d. seienc. pixys. et nater. Bd I (1858) pag. 105. 
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ebane beweglich ist ; wird der genaue ParaUelisixms dieger Axe mit 
der Erdaxe niclit nur angestrebt ? sondern auch (bei hinreichend lang 
anhaltender Schwungringmiidrehung) erreieht. Die Axe des Schwung- 
ringes bewegt sich, wenn sie etwa anfangs horizontal stand, in soleher 
Weise, dafs auf der nordlichen Halbkugel ikr ?? Nordpol" aus der 
Horizontalebene nach oben bin heraustritt und dafs sich die Ver- 
bindnngsliiiie Siid-Kordpol des Schwungringes mit der Verbindungs- 
linie Siid-N"ordpol der Exde gleiclislnnig parallel riehtet Unsere in 
der Meridianebene ftewegliche Sctvwmigringaxe kann also mit dzr Magnet- 
nadel in einem InMinationsJcompafs verglidien tverden (natiirlich abermals 
mit dem Unterscliiede, dafs an die Stelle der auf der Erdoberflache 
bekanntlicli reclit nnregelmafsig yerlaufenden Linien gleicter InMination 
tier die genauen geograpiiiselien Breitengrade treten wurden), Dabei 
besteht aber der wesentliche Unterschied, dafs sich der Nordpol" des 
ScJwvungringes auf der nordlichen HalbJ&ugel liebt, wahrend sich der der 
Inklinationsnadel senkt, 

Theoretisch liegt also ? wie Foucanlt betont ; die Mogliekkeit voi* 7 
oline astroiiomisclie oder magnetisdhe Beobachtungen sowohl die Lage 
des Meridians wle nach. Bestimmnng desselben die Lage der Weltaze 
flir einen belieblgen Ort aus blofsen KreiselbeobaeMungen abzuleiten. 
Man konnte daran denken ? in der Tiefe eines Bergwerks YOU dieser 
Mogliahkeit Nutzen zu zieken. 

Es ist selbstverstandlichj dafs die Einstellung der Kreiselaxe in- 
den Meridian bez. in die Eichtnng der Weltaxe niclit aperiodiscli ? 
sondern oscillatoriscli Tor sick gehen rnufs. Die Drehkraft, welclie 
z. B, die horizontal bewegliehe Kreiselaxe dem Meridian zufukrt, er- 
jsengt eine gewisse DrehbescMeunigung und Drehgesehwindigkeit uni 
die vertikale Axe. Wahrend nun bei meridionaler Lage der Kreisela^e 
die Drehkraft verschwindet^ so "verschwindet darum nicht gleichzeitig 
die Geschwindigkeit. Diese fiihrt die Kreiselaxe vielmehr tiber die 
GleichgewicKtslage hinaus, worauf die Riehtkraft ihren Sism umkehrt 
und zueret Terlangsamend^ damx im umgekekrten Sinne bescHeunigend 
wirkt. Die Kreiselaxe mufo also um den Meridian herampendeln 
ebenfalls in Analogie mit der MagnetnadeL Steht die Kreiselaxe an- 
fanglich im Meridian^ aber so dafs ihr ;> NordpoF nach Siiden weist ; 
so ist auch diese Lage an sich eine &leichgewichtslage ? weil die auf 
di$ Kreiselaxe wirkende Drehkraft vensehwindet, aber ersiehtlich eine 
instabile: bei einer kleinen Abweichung yon dieser Lage strebt die Dreh- 
kraft die Abweiehung zu Yergi'ofsern und das Nordende der Axe nach 
Norden iiberzudrehen. 

Poucault yerwahrt sich dagegen, dafs auf dera beschriebenen Wege 

47* 
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die Lage des Meridians oder die Stellung der Weltaxe im Eaume hin~ 
reichend genaii bestimmt warden konnte. Wie es scheint, hat Foucault 
auch die zuietzt genannten Versuche inehr auf ilire allgemeine Moglich- 
keit wie auf lire exakte Durekfubrbarkeit bin gepnift. 

Wir erwalnen noeh, daft Foucault im Anscbltifs an seine Versucbe 
das jetzt Yielfach. gebrauchliehe Wort Gyroskop gepragt Kat. Dieses 
drftckfc in schlagender Weise das Eesultat der Foucanltschen Versucte 
aus r dafs namlicJi der Kreisel ein Mitid ist, urn vorhandene DreJi- 
bewegungm (oder Gyrationen) Jcennflich #u macJien, ahnlicli wie das 
Elefctroskop ein HuHsmittel bezeiciinet, das Yorhandensein elektrischer 
Ladtingen sichtbar zu machen. Wfirde es gelingeB ? auch die Grrofse 
einer vorhaadeneB. Drehbewegung durch quantitative Messung der 
Kreiselbewegtojgeii festznstellen ; so dtirfte man dem Kreisel sogar die 
weitergettende Bezeiclinung eines 7 ,Gyrometers" beilegen. 

Dagegen scheiat es uns nuKweckmafsig^ die Bezeichnung Gyroskop 
zo. TeraUgeineiLiieiii mid als gleichbedeutend mit dem Worte Kreisel zu 
gebrauclieii; was in der Litterainir hanfig geschehen ist. In der That 
bringt docb. die Besseiclmung Gyroskop nur eine besondere Anwendung 
des nach den verschiedensten Seiten hin interejssanten und wichtigen 
Kreiselbegriffes zum Ausdrnck uad es liegt kein Grund yor ; die cha- 
rakteristisclie Bezeichnung Kreisel (twrbo, toupie, top) zu yerlassen. 

Wir haben nun die Theorie der Ifoucaultsclien Versnct, zunachst 
desjenigen mlt dem Kreisel Ton drei Freiheitsgraden, zu rertiefen. 
Dabei Hegt es uns fem ; diesen Versuch mit ausgedebiten analytiscken 
Entwickelungen atis der Tlieorie der Kelativbewegungen begleiten 211 
wollen, wie sie thatsacMich angesteEt worden sind, Entwickelungen*), 
deren Endrestdtat nach den ihnen zu Grande liegenden Vorauesetzungen 
scHiefslicb. kein anderes sein kann, als die Begtatigung der Foucaultschen 
Angabe, wonach die Kreiselaxe ihre Lage im absolnten Eaume im Wesent- 
lichen beibehalt. Die Sehwierigkeit und UnubersieMiclLkeit der fraglichen 
Entwiekelungen hat nur darin ihren Grund ; dais in ihnen niclit konsequent 
vemachlassigt wird y dafs namlicb. das Gyroskop nicht durchweg als yer- 
sehwindend klein gegen die Erde oder seine Fmdrehungsgeschwindig- 



*) Es handelt sicb u. A. nm Axbeiten voa Quet (Liouvilles Jotumal Bd. 18 
(185S)), Lottner (Crelles Journal Bd. 64 (1857)), Bour (Liauvilles Journal (2) 
Bd. 8 (1863)). Znsammengestellt bei Gilbert: fitude Mstorique et critique stir 
le probl&oie de la rotation (aus Annales de la Socit Scientijfique de Brttxellee 
Bd. 2 (1878)). Wir neoneu ferner die groJfee Arbeit TOH Gilbert: Mdmoire sur 
1'applieation de la m^thode de Lagrange a divers probl^mes dn mouvemeat relatif 
(Ebeiida Bd, 6 und 7 1881 1883) und das Werk von Budde: Allgemeine Me- 
dianik der Punkte und starren Syateme (Berlin 1890, 1891, Bd. 2 Nr. 294). 
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keit nicht dureliweg als unendlich grofs gegen die Erdumdrehung 
vorausgesetzt wiri Wir rerweisen dteserhalb auf die zutreffende Kritik 
von E. Guyou*), der wir nor noeli hinzufugen moehten, dafs man mit 
dexnselben ungeheuren Grade der Anjiaherung, mit dem man die Ge- 
sehwindigkeit der Erdumdrehung gegen die der Ereiselrotation ver- 
nachlassigt, auch die Tragheitswirkung des aufseren und inneren Binges 
gegen die des Schwungringes vernachlassigen darf, woranf wir untea 
zuruckkominen werden. 

Zunactst wollen wir ansdrucklich Terabreden ? dafs es eriaubt sei^ 
den aufseren und innereE Bing als massdos zu betractten imd von 
Keibungswirkungen abzuseh&n. Dann haben wir allein von dem Schwung- 
ringe zu spreclaen. Dieser ist urn seinen Schwerpunkt frei beweglick 
und von Bjraften frei ? da die Schwerkraft als im Sttitzpurikte angreifend 
nicht in Betracht komint. Die Bewegung des Schwungringes besteht 
daher allgemein gesproclien in einer regularen Procession relativ znm 
absoluten Kaume. Die an der Erddreimng teilnelimeiide Schwerpunkts- 
bewegung beeinflufst diese Drehbewegung in keiner Weise. Denn Be- 
wegung des Sekwerpunktes und Drehung "um den Sekwerpunkt sind 
wie bekannt zwei Vorgange, die sich. beim Fehlen anfserer Krafte glatt 
superponieren, ohne sich. irgendwie 211 storen. 

Dies wiirde anch, dann noch gelten^ wenn die Sehwerpnnkts^ 
bewegung nicht eine nahezu gleicHormig-geradlinige ware, wie sie es 
bei der Erddrehung fiir den Zeitraum einiger Minuten thatsaclilicli ifit, 
sondern wenn der Schwerpwyikt in wUlJcwrlicher Weise und in fidiebigen 
scharfen Krilmmungen gefuhrt wiirde. Ja es wiirde nicht nur gelten ffir 
den schnell rotierenden, sondem ebensogut fur den nicht angedrehten 
Scliwungring , immer iinter der Voraussetzung der Beibungslosigkeit 
der Ftihrungen und der Massenlosigfceit der Binge. In der That ist die 
kraftefreie Bewegung des syinmetrischen Kreisels bei beliebiger Grofse 
der Eigenrotation eine regulare Pracession; von der grofseren oder ge- 
ringeren Eigenrotation, die wir dem Kreisel erteilen, hangt es lediglich 
ab, ob der entsteheade Pracessionskegel bei gegebenem seitlichen An- 
stofs eine geringere oder grofsere Winkeloffimng erhalt Ware es zu 
erreichen, dafs die Axe des Schwungringes zu Beginn des Versuches 
momentan im absoluten Baume genau stillsteht, so wiirde sie ihre Lage 
gegen den absoluten Bauin genau beibehalten, der Offnungswinkel des 
Pracessionskegels ware und bliebe dann genau gleich Null, ganz unab- 
hangig davon, ob der Schwungring tiia seine Axe rotiert oder 3iieht r 



*) Sur une solution gldmentake du probleme dia gyroscope de Poucanlt 
Comptes Bendues Bd. 106, Paris 1888, pag. 1143. 
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und ob der Sekwerpunkfc des Apparates bewegt wird oder nicht; denn 
nacb-dem wir die Reibung wegdefiniert haben, giebt es nichts, was die 
eininal ruheiide Schwungringaxe in Bewegung setzen kdante. Wir 
hatten hier also die von Foucault behauptete Stabiliemng der Exeisel- 
axe im Raume olme das von Poucault hierfitr als unerlafslich ange- 
sehene Mittei einer hohen Eigenrotation, 

Allerdiags ist der soeben vorausgesetate Anfangszustand der Ereisel- 
axe experimentell nicht zu erreichen* Der Experinientator kami die 
anfangliche Ruhe der Kreiselaxe nur vom Standpunkte der Erdbewe- 
ffung aus beurteilen; er ist bestrebt, nicht die absolute Ruhe im Raume, 

O t-J 7 1 f 

sondern die relative Ruhe gegen die Erde zu verwirklichen. Nehmen 
wir an 5 dafs ihm letzteres genau gelungen sei ; und sehen wir zu, 
wie sich die Bewegtmg der Kreiselaxe gestaltet ; wenn der Kreisel 
insbesondere nieht angedreht ist. 

In der Anfangslage weist die Kreiselar.e bei dem erstexi Pou- 
cault'sehen Versuche horizontal; sie bildet mit der Uindrehungsaxe 
der Erde den Winkel # ? welcher zwischen y und % y (95 = geo- 
graphisehe Breite des Ortes) enthalten ist und von dem Azimuth der 
Kreiselaxe gegen den Meridian abhangt. Der anfangliche Geschwindig- 
keitszustand besteht in einer Drehung um die Erdaxe von der Grofse 
m (10 = Erdrotation). Diese Drehung zerlegt sich in eine Komponente 
CD cos & tun die Pigurenaxe und in eine Eomponente o sin cc um eine 
aquatoriale Axe des Schwungringes. Der Anfangsimpuls des Ereisels 
hat naeh denselben Axen die Komponenteu Cm cos a, J.c0si3ic*; er 

bildet im Falle des Schwungringes 
(abgeplattetes Tragheitsellipsoid) mit 
der Pigurenaxe einen Winkel ft < #, 
*j welcher bestimmt ist durch 




Der Winkel ft kann auch durch eine 
bekannte Konstruktion (vgL p. 106) 
gefunden werden ; die in Kg. 110 
angedeutet isfc Aus dar Richtung 
der Eotationsa^e OR, die hier mit 
der Erdaxe zusammenf allt nnd der 
Richtwng der Pigurenaxe F folgt 
die Eichkmg der Impulsaxe OJJ 
indem man an die Spur des Tragheitsellipsoides in der Ebene EOF 
die Tangente im Schnittpunkte mit OJS legt und axdf diese das Lot 
yon falli 
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Bei der nun folgenden Bewegung besckreibt die Figurena&e im 
Baume einen Pracessionskegel urn die Impuisaxe YOU dem soeben be- 
stimmten Ofihungswinkel /J. Dagegen besekreibt eine mit der Erde 
fast verbundene von auslaufende Riofatung yermoge der Erdrotation 
einen Kegel um die Rotationsaxe der Erde. Aus der Versduedenlieit 
der Kegel ergiebt sick, dafs aucb der niclit eigens angedrehte Kreisel, 
von der Erde ans beurteilt ; Bewegungen ausfiilirezi wtirde und also (bei 
ganzlich aiisgeschalteter Beibung) im Stone Foucatilts als Gyroskop 
funktionieren wtirde. 

Natiiriich ist aber ancli die Voraussetzung, dafs sicfa. der Kreisel 
im Anfangszustande genau in relativer Kuhe gegen die Erde befanden 
habe^ nnznlassig. Selbst bei sorgfaltigstem Experimentieren wird die 
KreiseJaxe relativ gegen die Erde eine Anfangsgesctwindigkeit haben ? 
die mit Bticksictt atif die Geringfiigigkeit der Erdrotation mogliclier 
Weise grofser sein kann wie die der letzteren entpreoliende (5e- 
schwindigkeit. Der anfanglicke Inipuls vector^ der sich aus dieser Gre- 
schwindigkeit zusammen mit der Winkelgescbwindigkeit der Erdrotation 
bestimmt, kann dann jede beliebige Lage und der Pracessionskegel^ 
den die Fignrenaxe um diesen Impulsvektor beschreibt, jede beliebige 
Winkeloffnung haben. Wenn z. B. durch den anfanglichen Anstofs die 
Komponente der Erdrotation nacb der Figurenaxe des Kreisels gerade 
aufgelioben, die Eigenrotation des Kreisels mithin zufallig Null wird, 
so wiirde der Impulsvektor in eine aquatoriale Axe fallen; der 
Pracessionskegel wtirde dann in die zu dieser Axe normale Ebene 
ausarten. Wenn andrerseits die Komponente der Erdrotation nach der 
Aquatorebene des Klreisels.durch den anfanglicben Anstofs zufallig auf- 
gehoben wird, so wiirde der Pracessionskegel unendlich. schmal werden 
und mit der Figurenaxe zusammenfaEen; diese selbst wiirde dann iin 
Raume absolut stillstelien. Mit BUcksickt auf derartige unkontrollier- 
bare geringfugige Anfangsimpulse wtirde also die weitere Bewegung 
des Kreisels vollig unsicber werden. 

Und nun ist die Sache die, dafs man dieser Unsicherh&it entgeht, 
wmn man dem Krdsd eine gegen die Erdrotation grofse Eigenrotation 
erteilt. Hierzu wtirde z. B. scion eine Geschwindigkeit von einer Urn- 
drehung pro Sekunde gentigen ; da dieselbe 24 - 60 60 mal grofser als 
die GescKwindigkeit der Erdumdrehung ist. Etwa mit dieser Um- 
drehungsgeschwindigkeit hat Foucault in der Ttat gearbeitet*). Der 
Gesamtimpuls des Kreisels 3 der sich aus diesem absichtlicheii Eigen- 



*) VgL Mexzu Instructioaa sur lea experiences du gyroscope; in. dem Bnche: 
Eecneil des trava^ix scieniafiques de L. Foucault, Paris 1878, p. 417. 



740 "TOL Abschnitt B. Greophysikalisehe Anwendtmgen. 

impuls ? dem sonstigen unverttteidlichen Anfangsimpuls und dam Im- 
puls der Erdrotation zusanunensetzt, wird alsdana fast genau die Eieh- 
tung der Figurenaxe haben. Gleiohaeitig wird der Praeessionskegel 
so sclimal, dafs wir mit einer fftr alle Versuche khireichenden G*e- 
nauigkeit von. einer absoluten Eulie der Figurenaxe im Eaume spredien 
koanen. 

Die dem Kreisel zu erteilende Eigenrotation bexweckt also in 
erster Liaie ? t?o^ den unkontrollierbaren J.nfanff$im$ulsen leim Ingang- 
sefaen des Rreisels frei $u werden, wodurcli liberhaiipt; erst eine be- 
stimmbare uad woUdefinierte Bewegung des Kreisels ermoglicht wird ; 
in ^waiter Liiiie ? den fracessionskegel Mnreichmd enff #w machen, wo- 
dtircli diese Bewegung so einfacli wie inoglicli wird ? wobei sie namlicli 
merklich. in die einfache Eotation um die im Banm feste Pigurenaxe 
libergeht. 1st & die Eigenrotation des Kreisels nnd wie friiiier m die 
Gesckwiadigkeit der Erduindrelmng, a der anfangliche Winkel der 
Figoxenaxe gegen die Drehase der Brde ; ferner w die dureh unab- 
siclitliclie Anstofse dem Schwnngringe erteilte aufangliche Dreh- 
gesctwindigkeit relativ gegen die Erde ? y der Winkel 7 den die Figureai- 
axe mit der Axe von o? bildet ; st> bestimmt 'sioh. die Offnxmg ft des 
Pracessionskegels alinlich wie in Forniel (1) zu: 

sino; + lQ? Q fo-y.-. 
' 



Wenn A grofs gegen & nnd 0; so hat man merklich ft * 0. Nehmen 
wir ; wie es oben geschali ; an, dafs o> nnd G> etwa Ton gleicher Grofaen- 
ordzLtmg sind ; so konnen wir kiirz sagen ; dafs die Offinung des Kegels yon 
der Grofsenordnung <o/Q wird und dafs die Eichltmg der Figurenaxe 
dann und nttr da^pa als unveranderlich anzusehen ist ? weun man Grofsen 
von der Ordnung o/ii TernacldasBigt, 

Somit 1st die Foueaultsche Angabe von der im Raum festen 
SckwumgTiBgaxe unter den bisherigen Vernacklassigungen als lain- 
reichend genau bestatigt und gleichaieitig die eigentliche Rolle, die der 
Eigenrotation Merbei zufallt, deutlicher als bei Foucault fervor- 
geketrt, 

Zunaakst aoE nun der Einflufe des Massemystems 'der Aufliangwinge 
studiert bez. nachgewiesen werden, dafs sie ohne merfcliclieii Einflufa auf 
die Lage des 3ciwungriEges sind. Solange wir sie als ntasselos voraus- 
setzten, stand die Ase des Sehwongringes bet hinreicliender Eigeitrotation 
de^selben merklicli im Eaume stille, Dementspreeliend wird unfcej? dieser 
Voraussetzung ein Durchmesser D des ixuieran Binges ? namlicli der mifc 
der Schwuugringaxe zusauamenfallejide, im Eaume feetgelialten. Andrer- 
seits wird ein Durclanesser D' des aufseren Eing0s ? namlicb dr in 
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die Lotlinie des Beobacktungsortes fallende, dnrck seine Verbindung 
nut der rotierenden Erde in gaaz bestimmter Weise gefukrt. Es ist 
aber Mar, dafs die Bewegung des Systems unserer beiden Einge durck 
Angabe der Bewegung zweier Dnrckmesser D und D f vollstandig fest- 
gelegt ist: Wenn der Durckmesser D wirklick im Raume genau still- 
stekt iind der Durckmesser D f genau die Bewegung der Lotlinie mifr- 
maclLt, so ist die Bewegung unserer beiden Ringe dadurck zwanglaufig 
geinackt. Eire Drekgesckwindigkeit wird Merbei ersicktlick von der 
Grofsenordnung der GeschwindigTceit der Erdrotafton. Des Nakeren saken 
wir bereits pag. 732 ? dafs, solange die Schwnngzingaxe relativ 2iir Erde 
wenig YOU ihrer horizontalen Anfaugslage abweieht, die Wiukelgeseliwm- 
digkeit des aufseren Binges gleich & sin <p sein wiirde; die des ixmerea 
Hinges wird ? wie gleichfalls aus der angezogenen firuliereii tjberlegiing 
folgt ? gleich. co cos (p sin I, wo I das Azimntli der Kreiselaxe gegen 
den Meridian des Beobaclitungsortes bedeutet. Indem des Weiteren 
die Schwungringaxe ilire Stellung im Rauni behauptet und sict dabei 
im Laufe der Zeit ans der Horizontalen des Beobaciitungsortes entfernt, 
andem sich. diese Werte der Grescliwmdigkeiten stetig^ bleiben al>er 
dauernd von der Grofsenordnung <o. 

Jetzt stellen wir uns Tor, dafs die besekriebene Bewegung der 
Ringe auck bei nickt yersckwindender Masse derselben zwanglaufig auf- 
reckt erkalten werde. Hierzu ist erforderlick, dafs den Ringen zu Anfang 
der Bewegung die Impulse A^ cos 9 sin A, A%& sin y erteilt werden, 
wo A t und A% die Tragkeitsmomente des inneren und aufseren Ringes 
uni einen ikrer Durckmesser bedeuten ; und dafs diese Impulse in der 
Weise abgeandert werden, wie es der Veranderlickkeit der Drek- 
gesckwindigkeiten entsprickt. Sie bleiben dabei von- der Crrofsenordnung 
A^w und -^o. Sefeen wir sie mit. dem Impuls der EigenrotMion des 
Sckwiingringes zusammen ? welcker im Wesentlicken Cl betragt ; so 
ergiebt sick ein Gesamtvektor, der nack Ricktung und Grofse jedenfalls 
nur wenig von dem konstanten Eigenimpuls des Sckwungringes ab- 
weickt Der Ricktungsuntersckied sowie der verkaltnismafsige Grofsen- 
untersckied- beider Vektoren ist namEck von der Grofsenordnung co/Q, 
wenn wir das Verkaltnis der Tragkeitsmomente AJG und AJC, indem 
wir ungtinstig recknen, der Grofsenordnung nack gleick 1 setzen. (Bei 
der wirklicken A.usfukrung des Poncaultscten Gyroskops sind dieae 
letzteren Verkaltnisse sogar wesentlich kleiner als 1.) 

Wir konnen Hernack sagen: zn der von uns fingierten zwang- 
lauflgen Bewegung der Ringmassen^ wie sie sick bei Festkaltung der 
Sckwungringaxe ergeben wiirde, gekort ein Gesanatimpuls, der nack 
Ricktung und Grofse als konstant angeseken werden darf , sofem wir 
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Riehtungs- und Grofsenandermigen YOU der Ordnung &/& Yernaeli- 
lassigen. Er bleibt also in demselben Sinne nnd mit dernselben Ge- 
nauigkeltsgrade konstant, wie die Figurenaxe bei Abseliung von den 
Ringmagsen ihre Lage im Raume beibetalt. la der That war aucfa 
die Unver'anderlicKkeit der Sebwungringaxe nur eine angenaJierte, wie 
im Anschliafs an Gl. (2) bervorgeboben wurde, und nur eine bei Ver- 
nacMassigung des Grofsenverliiaitnisses ta/Q zutreffende. 

Wir scliKefseii hieraus ? indem wir nnnmehr von der bisher be- 
trachtetett er2WniigeneiL zn der freien Bewegung des Mas^eiisystems : 
Scliwungriiig, imierer nnd anfserer Ring^ ubergeben, dafs diese Be- 
wegung bei gleieber WaH des Anfaagszustandes mit jener identisch 
ausfallt, sofern wir nnr UnterscMede yon der Grofse co/Q vernacblassigen. 
Denn fiir die freie Bewegung ist zu fordern, dafs bei dieser der Gesaxnt- 
inipxds des Massensy stems nacb. Riclitting und Grofse im Raum konstant 
bleibe. Dieser Forderung genugt innerhalb der Genauigkeitsgrenze 
co/fl die bisher betraclitete erzwungene Bewegung. Daber stinimt die- 
selbe innerhalb derselben Genauigkeitsgrenze mit der naturlicJien Be- 
wegung des Mafsensystems tiberein. 

Mit anderen Worten: Der Einflwfs der Massen des Cardanischen 
Gehanges awf die "Bewegung des Foucaultschen Gyroscopes wn drw> Fra- 
'heitsgmden ist nur wn der Grofsenordmmy mjQ. mid lafst sieh in der 
Beobaehtung auf Jceine Weise nachu'eisen. Er darf nicht nur ; sondern 
er mufs konsequenter Weise TernacUassigt werden, wenn antlers man 
tiberbaapt mit Foucanjt von der UnyeranderlicKkeit der Scbwungring- 
axe sprecken will, 

Um Mifsverstandnissen entgegenzutreten ; wollen wir nocli ausdriick- 
licli herrorlieben, dafs die bei der Foucaultsclien Beobachtungsmetbode zu 
messende Winkelanderung des aufseren Ringes gegen die Erde (oder 
die HorizontaJkomponente der relatiyen Bewegung der Schwungringaxe) 
niclit ihrerseits von der Mer vernachlassigten Grofsenordnung i^t. Jene 
Winkelaaderung betrug namlicli 03 sin 9 A Ihr Verlialtnis gegen 
Grofsen von der Ordnung o/Q ist Qsin^A^. Hier bedeutet & At 
den Drehungswinkel des Scbwungringes wahrend der Beobacbtungszeit, 
also bei einigermafsen sclmeller Rotation und einer beispielsweisen Be- 
obaclitungszeit von 8 Minuten, ein aufserordentlich grofses Vielfaches von 
2#. Wir erkennen Heraus, dafs der Wert des zu beobachtenden gyro- 
skopischen Effektes durcb Vernachlassigungen von der Ordnung to/Q 
in keiner Weise getriibt wird, 

Von ungleick grofserem Einflufs wie die Massen der Aufhange- 
ringe durfte die Sabung sein. Wir denken dabei teils an die Reibung 
in der Ftikrungsaxe des aufseren Ringes, teils an diejenigen Wider- 
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st*aude ? die sick zwiscken den Sekneiden des inneren Binges toid ikren 
Auf lagerflacken am aufseren Binge entwickeln. Die IJntersuekung dieser 
Feklerquellen, zu denen siek nock Luftwiderstand, Luftstromungen ? Er- 
warnmng des Materials etc. gesellen, ware fiir das wiridicke Ver 
standnis der Foucaultsehen Versueke jedeafalls wiektiger als die pag. 736 
erwaknten unnotig allgemeiaen und matkematisek ausgesponneiien Be- 
traektungen tiber Relativbewegungen. 

Den Einflufe der Lagerreibungen komien wir uns in Tergrofeertem 
und vergrobertem Mafsstabe diarcli ein einfaclies Experiment Mar 
maehen. Wir nehmen emeu Ereisel im Cardanisclien Geliange ; dessen 
Schwerpunit im Mittelpuntt des (jehanges liegt (Pig. 2). Den Sclawiing- 
ring versetzen wir in starke Rotation und steEen seine Axe anfangs 
liorizontal. Darauf drehen wir das Gestell langsam um die Tertikale. 
Liegen die Verh'altnisse gunstig, d. h. ist die Eeibung in den Lagern 
gering, die Eigenrotation stark und die Drehung des Gestelles langsam, 
so behalt die Scliwungringaxe zunactst ihre urspronglicke Lage Bciieia- 
bar bei nnd halt dadnrcli aneh. die Ebene des "aufseren Singes im 
Raume fest. Dies Ergebnis ist aber nur eine Folge nBgenauer Beob- 
aclitung. Bei langer anhaltender Drehung des Grestelles oder bei -ab- 
sici.tlicli Termekrter Lagerreibnng seken wir, dafs sick die Axe des 
Schwungringes langsam hebt tind dabei den inneren Ring schief stellt, 
wahtend der aulsere scheinbar fortfakrt, jseine iirspriinglielie Lage im 
Wesentlicken beizubehalten, Drehen wir andrerseits das Gestell urn die 
korizontale Axe des iuneren Ringes ; so bemerken wir ebenfells xu- 
naclist ein scheinbares Stehenbleiben der Schwungringaxe ; wodureh der 
innere Ring in seiner nrsprtngliclien Horizontalebene festgehalten wird. 
Bei langer anhaltender Drelinng oder bei TermeLjrter Reibung seheB 
wir aber, dafs die Axe des Schwungringes seitlicli in der Horizontal- 
ebene ausweiclit, wobei sie die Ebene des aufseren Riages um deren 
Axe verdrelit. 

Dey Griind dieser Bewegungen liegt ojffenbar in der Reibung. 
Drehen wir das GresteE um die Vertikale^ so *bewegen sich die Lager 
des aufseren Ringes relativ $$& dessen Zapfen, welclie durcli den 
Sckwungring annahernd festgelialten werdes, nnd es entstett ein Rei- 
bnngsmoment nm die Drekaxe des fmfseren Rijiges; dieses setzt, wie 
wir bei dem Yersuch. sehen ; in erster Linie niclit den aufseren, son- 
dern den mn&ren Ring in Bewegung. Dreken wir aber das Gestell 
um die vorker genaroate horizontal e Axe, so tritt ein Grleiten der Lager 
des inneren Ringes gegen dessen Zapfen und im Zusammenkange damit 
ein Reibungsmoment um die Axe des imieren Ringes auf;"dasselbe Tersetzt 
niekt den inneten, sondern Tornekmlick den mfseren Ring in Bewegung, 
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Die Erld'arung dieser abermals paradoxen Erseheinungen lafst sicli 
wenigstens quaiitativ aus der Theorie des sekweren Kreisels entnehmen. 
Unser im Schwerpunkte unterstutzter Sshwungring verhalt sicli Hiater 
dem Einflufs eines Beibungsznomentes um die Drehaxe des inneren 
Binges mutatis mutandis wie ein schwerer Kreisel, Denn das genannte 
Beibungsmoment hat, gerade so wie die Schwere beiin Nieht-Ziisammen- 
fallen von Schwerpunkt und Stiitzpunkt, die zur Pigurenaxe senkrechte 
horizontal Gerade (^Knotenlinie") zur Axe. Die Folge ist eine pseudo- 
regulare Pracession des Schwungri&ges, bei welclier die Figurenaxe des 
Scb-wungringes in der Horizontalebene ausweicht. Die Ebene des inneren 
Singes bleibt dabei im Mittel horizontal, die des aufseren Binges wird 
verdxeht. Die t^erlegung lafst sich entsprechender Weise auct auf die 
zuerst betraclitete Drehnng um die vertikale Drebaxe des dufseren 
Binges iibertragen und ergiebt dabei eine Pracession des Sckwungrmges 
in einer Yertikalebene ; also eine Verdrelrug des inneren Ringes. tJbrigens 
kommen wir auf diesen letztferen Fall im folgenden Kapitel bei dem 
Geradlaufapparat des Torpedos zuriick ; woselbst wir eine eingehendere 
Tkeorie der fraglichen Erscteiaung geben werden. 

Anf den Foucaultschen Versuch tibertragen sich diese Ergebnisse 
wie folgt: Was bei tins das Gestfcll des Kreisels, ist bei Foucanlt die 
Erde. Hire Drehung findet um die Polaraxe statt. Wir zerlegen sie 
in drei Drehungen um die Lotlinie, d. h.. die Drehaxe des aufseren 
Binges > um die urspriinglict horizontale Drehaxe des inneren Binges 
und um die Figurenaxe des Schwungringes. Die den beiden er&ten 
Drehkomponenten entsprechenden Beibungswiderst'ande wirken in der 
Weise tinseres Versuches*auf den Schwungring; die eine verdreht den 
inneren Bing und lenkt dabei die Axe des Schwungringes in Terti- 
kalem Sinne ab, die andere verdreht den aufseren Bing und bewirkt 
eine Horizontalablenkung der Schwungringaxe. Beide Umstande storen 
diejenige scheinbare Bewegung, die die im Baum feste Schwungring- 
axe naet Foucault relativ zur Erie bescshreiben soil. Die dritte naeh 
der Figurenaxe genommtoe Komponente der Erddrehung kommt Bicht 
weiter in Betracht; das entsprechende Beibungsmoment addiert sich 
zu der von der Eigenrotation h^rriihrenden Beibung der Schwung- 
ringaxe in ihren Lagern und ist gegen diese zu vernaehlassigen. 

Es sind mithin lei dem Foucaultschen Versuch verschiedene Rd~bung$-> 
einfUlsse fkatig, weldie die absolute RuJie dw Schwungringaxe storen. 

Es entsteht nun die Frage, wie man tiber diese Beibungseinflusse 
Herr werdeii kaiHt Das Mittel hiei'zu liefert abermals eine Mweichend 
hoJieEiyenrotation des Schwungringes. (Foucault selbst la&t uns iiber die 
Eolle die der Eigenrotation bei seinen Versuchen zuf allt, wie sclion oben 
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erwahat, einigerrnafsen im UnMaren.) Mit Rucksicht auf die Anfangs- 
bewegung der ScEwungringaxe sahen wir,- dafs die Eigerorotation die 
Aufgabe hat, den von dieser Axe im AUgemeinen besehriebenen JPra- 
cessionskegtj, Mnreichend enge #u machen. Mit Riieksicht auf die Reibung 
dagegen mussen wir sagen, die Eigenrotation bezweckt, die zu den 
yerseMedenen Reibungseinfliissen geMrigen Pracessiomgeschwindigkeiten 
moglichst langsam m madwn. Es tandelt sict dabei wohlgemerkt 
jetzt um ganz andere Pracessionsbewegungen wie friiter. Bei der 
durcli die Keibung bewirkten Pracessionsbewegung, auf die wir Bach 
Analogie init dem sehweren Kreisel schlossenj beschreibfc die Axe 
des Schwungringes einen in eine Ebene ansgearteten Kegel (oder 
Facher) und zwar einen solehen in der Horizontal- oder Vertikaiebene, 
je nachdem wir allein das Reibungsmoment um die Drehaxe des inneren 
oder allein das um die Drehaxe des aufseren Binges betraekten. (In 
WirklicEkeit werden sicli nattirlicli beide Bewegungen iiberlagera tmd 
ey werden auch nodh. minimale Schwankungen hinzutreteti, die in der 
ftfilier betrachteten Pracessionsbewegung ikren Grand haben.) Da die 
Pracessionsgesehwindigkeit des scliwereii Kredsels gleieh P/N war, wo 
P das Moment der Schwere imd N den Eigenimpuls des Kreisels 
bedeutet, [rgL z. B. p. 305 GL (13)], so wird die Gescbwindigkeit der 
durcli die Lagerreibung bewirkten Praeession analog gleicli M/N wer- 
den, wo M das eine oder andere Reibungsmoment, N wiederam den 
Eigenimpuls bedeutet. Durcli Vergrofserung Ton N kaan man jeden- 
falls diese Pracessionsgescliwindigkeit so klein maehen, dafs wahrend 
einiger Minuten Beobachtungszeit die Kreiselaxe iiberhaupt noct nicht 
inerklieh aus itrer Anfangslage im Raran abgewicken ist. Jedenfalls 
selien wir ? dafs, wenn es tiberhaupt erlaubt ist, yon der Reibung ateu- 
eehen^ dies nur fiir einen nicht zu langen Zeitraum und dank einem 
Mureicliend grofsen Eigenimpulse gestattet ist. Wenmckm der Eigen- 
impuls die Wirlcunff der Reibmgsmomimte nicM wfheben kann } so famn 
er dock ev das Zdtmafs dieser Wirkwng so redusieren, dafs diesefbe fur 
eine nicht m lange Beobachtungs^eit unwesenUich wird. 

Wie grofs man aber den Eigenimpuls waltlen mufs, um dieses zu 
eireiclien, lafst sich theoretiscli nicht bestimmen, da es Merbei auf die 
Grofse der Reibungsmomente Jf, also auf die Konstruktion der Lager 
und Schneiden ankommt. Hier liatte die genaste experimentelle Unter- 
fiuchung der Pehlerquellen einzusetzen, die bei Foucault selbst zu fehlen 
sclteint Das experimentelle Genie yon Foucault bibrgt uns dalQr, dafs 
die Reibungswirkungen M bei seinein Apparat setr klein waren; wie 
Hein sie aber waren, dardber gewinnen wir aus semen Mitteilungen 
kein Urteil. 
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Eine andere Seliwierigkelt des ersten Foncaultschen Versuches, 
n'amlich die Notwendigkeit einer sehr genauen Zentrierung des Schwting- 
ringes*), wird* dtirch eine gliickliche Modifikation dea Gyroskops, das 
sog. Sarogyroskop, nmgaugen, von dem nnten die Rede sein wird. 

Wir geten zunachst zu dem zweiten Foiicaultschen Versuch 
(Kreisel YOU zwei Freiheitsgraden) fiber "and haben tier die beiden itate- 
ressanten Satze zu beweisen, dafs a) ein in der Horizontalebene bewegliclier 
Scliwiuigring wie eiiie Deklinationsnadel ; b) ein in der Meridianebene 
bewegliclier mutatis mutandis wie eine Inb]inationsnadel sich. verMlt, 

Der Beweis beider Satze ist unmittelbar einleiicbtend ? weiua wir 
uns auf den friiher eatwickelten Begriff des Deviations widerstandes 
stdteen (vgL Kap, III 6)5 umstandliclie analytische Entwickeluiigeii, 
wie sie ftir diesen Zweck von Gilbert**) gegeben sind, scheinea hier 
ebensowenig am Platze ; wie im rorigen Falle. Die folgenden einfacheB. 
Betrachtungen stimmen im Eesnltat mit den Gilbert schen Entwicke- 
lungen iiberein. 

a) Drehaxe des aufser&n Binges in die Lotlinie gestdlt, innerer Ring 
unter einem rechten Winkel gegen den mfseren festgeklenimt, Schwung- 
ringaxe die Horizontalebene "bestreicliend. Wir zerlegen die Erdrotation 
do in ,zwei Koniponenten nacli der Lotlinie nnd dem Meridian dess Be- 
olmehtimgsortes. Die erste Komponente betragt w Bin. <p, wenn 9 die 
geographische Breite ist. Dieselbe beeinflufst bei kinreieheHd ge- 
ringer Reibung in den Zapfen des anfseren Binges die absolute Lage 
des SchwungriBges nickt; der Scbwangring macht diese Drelinng ein- 
foch nieht mit ; wobei er natarlich auch den inneren nnd anlseren Eing 
verliindert^ clieser Drehung 211 folgen, nnd verbalt sich hinsichtlicb 
dieser Komponente ebenso wie der Rreisel von drei Freiheitsgraden 
hinsichtlich der gesamten Erdrotation. Die andere Komponente ist 
(D cos (p. Denken wir uns die Lage des Sehwungringes in der H'ori- 
xontalebene fflr einen Augenblick fixiert, so wurde diese Komponente 
die Axe des Schwnngringes anf einem Kreiskegel urn den Meridian 
herumffibren nnd der Ereisel eine regulare Pracession beselireiben. 
Yermoge geiner Tragheit widerstrebt er dieser Fuhrung mit einem 
Momente, dessen Axe gleichzeitig anf der Figurenaxe nnd der Axe des 
Pracessionskegels senkrecht steht, in tmserem Falle also in die Lotlinie 
falll Die Grofse des Momentes betragt nach p. 175 01 (1), wenn wir 
far die dart mit v bezeichnete Pracessionsgeschwindigkeit den Wert 



*) Vgl. die olben cit. Instructions sur les Experiences du gyroscope. 

**) TgL XT tind XYI der p. 736 citierten Arbeit; M^moire stir 1'applica- 
tion etc. 
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cos q> eintragen und den Eigeaimpnls N des ScliwuMgringep*) in 
die Formel einfiiliren: 

(3) K === to cos p sin $ (A r Am cos 9 cos $); 

# merat hierbei den Winkel zwisehen der Figurenaxe des Kreisels und 
der Axe des Prazesgionskegels, d. k in unserem Falle den Winkel 
zwischen Figurenaxe nnd Meridian. Zur Fixiening des Torzeicliens 
werde festgesetzt, dafs wir * von der nordlichen Seite des Meridians 
aus zahlen wollen nnd dafs wir diejenige Seite der Sckwnngringaxe als 
(positive) Figni-enaxe rechnen, nm welclie die Eigenrotation in dem- 
selben Sinne erfolgt, wie die Erdrotation um die Verbimdnngslinie 
Erdmittelpunkt Nordpol, dafs wir also mit Benntznng der pag. 734 
eingefukrten Atisdracksweise die Figiirenaxe Tom Mittelpunkte des 
SchLWiingriiiges nach dem ;; NordpoF desselben gezogen denken* Das 
Produkt & N in Grl. (3) ist auf Grund dieser Festsetznngen eine positive 
Grofse. 

tFbrigens ist in (3) das zweite Grlied der Klammer gegen das erste 
nnbedingt zu streiclien* Jenes Grlied verhalt siek namlich zu dieseni 
der Grofsenordnnng nacb. wie A & zu N oder (tmter Absenting von der 
Verschiedenheit des aqnatorialen nnd polaren Tr'agbeitsmomentes) wie 
die Gescliwindigkeit der Erdumdrelmng znr Winkelgescliwindigkeit des 
Schwnngringes oder wie die Dauer einer Scliwnngringiimdreliiing zur 
Liinge des Tages. Wir sckreiben daher statt (3) kiirzer: 

(3') K == N&'GOB <p sin -O 1 . 

Soil mm die vorausgesetzte Pracessionsbewegung des Sclrwung- 
ringes unter der unveranderliclien Neigung ^ gegen den Meridian auf- 
recht erlialten werden ? so mftfste ein Moment IE nm die Lotlinie 
ausgetibt werden, welcb.es den Tragheitswiderstand K iiberwindet. Ge- 
schiebt dieses nielit ? so bewegt sicb. der Scliwnngring so, als ob ein 
Moment + J5T nm die Lotlinie wirkt, welcbes den Winkel ^ verandert. 
Die Lotlinie ist ffir den Scbwungring eine aqtiatoriale Hanptaxe, des- 
gleiclien fiir den aufseren Ring, fiir den inneren Ring dagegen die 
Figurenaxe desselben. Nennen wir A i} O l? A%, 2 die bez. aqnato- 
rialen und polaren Haupttragheitsmomente des inneren und aufseren 
Ringes, so wird fiir die Drehung um die Lotlinie die Summe der in 



*) Der Eigenimpuls N drdckt sich (vgL z. B. p. 222 oben) durch die Etilersclieii 
Winkel qo T i/>, -0- folgendermafsen aus: 2V" = C(y + cos ^^'); die Winkelgescbwin- 
digkeiten g>' und ty' sind aber in Gl. (1) von p, 175 mit ft und v bezeiclmet. Es 
wird daher anclx: JT== 0(^ + COB ^ *0- SelbstvewUlndlicli hat der Eniersclie 
Winkel <p nichits mit der im Text benutzten geograpMsclien Bjreite 9? 2m tfcun. 
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Frage fconimenden Tragheitsniomente von Schwungring, inxserem und 
aufserem Eing A -f C^ + A* Die Bewegungsgleieiiimg wird niithiH : 
(4) (A + C t + A^, 9" = K = - N cos <p sin , 

Dafs gleichzeitig der Eigenimpuls des Schwungringes dnrcli die Erd- 
dretmng nicbt geandert wird, ist selbstverstandlieh, weil die Axe yon 
K auf der Fignrenaxe senkrecht steht N ist daher in der rorigen 
Gleielmng eine Konstante, In welchem Umstande wir diejenige sweite 
Gleidmng erblicken konnen, die zur yollstandigen Beschreibnng der 
Bewegnng tinseres Kreisels von zwei Freiheitsgraden nelben (4) erfor- 
derlich. ist 

Grl. (4) zeigt nun unmittelbar Folgendes: Im GrUichgewidit befindef 
sich die Schmmigringaxe nur dann, wenn dieselbe die Richtung des M&ri- 
di&nes Jiat. Denn wir liaben &" nnr dann ; wenn entweder & ~ 
oder $ = 2t ist. Von den beiden GleiehgeivicHslagen & == und & = & 
ist die erstere eine stabik, die lefetere eine labile. Denn vermoge des 
Vorzeichens der reckten Seite von (4) wird bei einer Storung der 
Gleictgewiclitslage & = die Schwungringaxe durch die anftretende 
WinkelbescHexmignng nach dieser Lage surtiekgefulirt ; dagegen bei 
einer Starting der Gleietgewiclitslage ^ ft von dieser entfernt. In 
der stabilen Gleichgewiclitslage tefindet sich die Eigenrotation des ScJiwimg- 
ringes mit der meridi&nalen Komponente der Erdrotation im gleicJisinnigen 
Paralldismtis. Denn wir wollten, um das Vorzeicheii von 0N positiv 
xn mach.en ? den Winkel ^ zwiscken Meridian und Figurenaxe so be- 
stimme% dafs die Eigenrotation inn die Figurenaxe in demselbea Sinne 
erfolgt ; wie die Erddrelinng um die Erdaxe oder wie die meridionale 
Komponente derselben um die nordlicke Halfte des MeridiaES ? von der 
aus wir den Winkel ^ ziahlen. Die von Foucault fiervorgefwbene Ten- 
denz mm gleichsinnigen Paralldi&mus der Drehaxen zeigt sick in dem 
Auftreten d$r na^cJi der stcibUen Gleichgewicfitslage hin gericfiteten Be- 
scJdeunigung dw Schmwgringaxe. 

Am einfaclisteE nnd vollstandigsten lafst sieh die in Eede stebende 
Bewegnng besckreiben ; wenn wir sie mit der Bewegung eines ntathe- 
matischen Pendels vergleicken. In der Tliat iet (4) metis anderes ? 
als die gewoknlielie Differentialgleickung der Pendelbewegung. Die 
letztere konnen wir ; wean wir imter I die Lange des Pendels ixad 
nnter -0* denjejiigen Winkel versteixeii, den I mit der stebilen Gleich- 
gewichtslage, d. h. mit der Schworericlittiiig jeweils einseklieiat^ sckreiben: 



Um die GrL (4) und (4') in einander iiberznfiiliren, ist es nnr B.otig ; 
I so zu wailen, 
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(5) Z-! + CL4>. 

N ' Nm cos qp 

Ifee Formel giebt die L&nge des Jcorrespondiermden wa&ematisdutt 
Pendels an, dessen Bewegumg bei gUichen Anfangswertew wn & md V 
mit der Hewegung unseres Schwungringes gm&u identisch ist. Liage 
nnd Sehwrngungsdauer des Pendels wird um so Heiner, je grofser N 
ist; dementspreelieB.d Bimmt die Rickfckraft- der Erddrebung auf unserea 
Schwungring Halt der Grofse des Eigenimpulses N 2u. 

Aucb der Yergleich mit der DeklinatioBsnadel lafgt sick jetet sufs 
einfachste dnrcMiihren. Da namlich die BewegtiBgsgkicliiiiig eiiier 
solclien lautet J&" '= Jfffsin^, wo J das Trg-gbeitsmoment det 
Nadel, Jf das magaetisclie Moment derseiben tmd S" die Horizontal- 
inteBBitat des ErdmagnetismuiS bedentet ? so wird die LaBge des dieser 
Magnetnadel korrespoudierenden mathemaiiBchen Peadels 



indem man die in (5) und (5') angegebenen Pendellangen gleiclisetzt ; 
erkeunt man ? wie sich die YOU Foticault ausgesproehette 
des rotierendeB Schwnngiinges mit der * Magaetaadel auch. 
durchfilhrert lafsfe. Stelit man sich z. B. Tor, dafs das Traglieitsmoment 
/ der Nadel mit dem fiir die Bewegung des Sckwungrmges in Betraclit 
kommenden gesamten Tragieitsmoment A + Q + A^ der Ereiselvor- 
riclitung liberemstimmt, so hatte man den Eigenimpuls des Schwiing- 
ringes einfack so zu waMen ? dafs JV cos f? = JfJET ist; alsdazm wird 
die Bewegung uns&res Schwungringes $om Eigemmpuls JT "hei 
Anfangswerten von & tmd & tin kongrumfes Ablild der Bewegnn^ 
Magnetnadel vom maffnetischen Momente J 

b) Dreha%e des aufs&rm Hinges smkreeM gegen die M&ndianebene 
geriehtet, iwnerer Ming senkreeht gegen den Hufserm festgestdl^ Sdmnng- 
ringaxe in der Meridianebene beweglwh. 

VOE eiiier Zerlegung der Erdrotation in KomponeHten haben wir 
hier abKtiselie3j ? weil die ftesamtrotation 02 die Lage deg Sehwungringes 
in der Meridianebene beeinfluljat* Denken wir ims den Winkel # zwisclien 
der Axe des Scfewungringes \ind der Axe der Erdrotation filr ein0n 
Augenblick festgehalten, so wftrde der Schwuiigriiig eine regidare P?a- 
eession nm die Erdaxe b&seiraiben. Dem widerstrebt er yermoge 
seiner Tragheit mit einem Momente K, dessen Axe gleidaseitig anf 
der Axe des Schwungringes nsd der der Erdhrotation s^afcreelit stelit, 
also in die Normal znr Meridianebeijie, d. h. in die Drehaxe des aolseran 
Binges fall! Die Grofae des Momentes betragt nach p. 175 GL (1), 

^Qe in- 8 omm erf eld, KreiaelbewegtiBg. Ill AttH. 48 
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wenn wir nunmehr m statt v tind JT statt C(ji + v cos #) ein* 

tragen, 

(6) JK"~ & Bm^(NA& cos *). 

Ebenso wie unter a) liaben wir das zweite Glied der Klanime? gegen 
das erste 211 yernachlassigei^ so dafs einfaeiier wird; 



Setzen wir abniicii wie unter a) fest, dafs wir die Figrarenaxe YOBI 
Mittelpunkte des SchwungriEges nach. derjenigen Seite tin ziehen } von 
der aus gesehea die Rotation des Sehwungringes in demselben Siane 
erfolgt wie die Erdrotation um den Nordpoi^ und messea wir den 
Winfcel -9- YOB. der nordlicken Hilfte der JL'rdaxe Hach. der so definierten 
Figurenaxe Lin, 00 wird das Prodnkt Nco in der yorigen (Heichuug 
popitiy sein. 

Soil also der ScliwuEgriiig in der sich. drehenden Meridianebene 
seine Lage beibehalteii, so ist dazu in Moment JT um die Drehaxe 
des aufseren Hinges erforderlieli^ welch.es die Triglieitswirkung des 
SehwuQgringes ilberwindei Wird ein solches Moment nieht ansgeiibt> 
so mufs sick der Winkel ^ swischen Erdaxe und Fignrenase andem ; 
in solcliem Mafse 5 das das Produfct aus dem Tragheitsmoment der be- 
wegten Teile mid der WinkelbescHeoiiig-ang gleich K wird. Dies 
fiQirt ebenso wie oben auf die Diiferentialgleicliiing: 



(7) (A + Q + 4|)*"- JT- - J^co ain *. 

Ans dieser Gleielrang ergeben sich unmittelbar die folgenden 
SeMiisse: D^r Schtmrngnng tefintM sick innerMK? d&r Mendi&neb&m nwr 
dann im GkichgewieU f wmn er Aie Mckfatng der Erdaxe hat, d. h. nur 
in dm leiden Lgm fr und & x. Die evstere Lage ist eine stabile 
die letztere eine toWe &kichgewicktslaye. Indem die rfwcfe (7) 'beslimmte, 
SescMeuniffung dew Scfmmngnng nach der stabilen Gleichgewichfalage 
Mnfukrt, ist sie best^ef>t 5 die Drvhme des Stfowungringes mit 'da D^eh- 
axe der Erde in komologem Sinne parallel m richfen. 

Auch die jetzige Bewegting ist kongruent mit der Bewegimg eines 
omfmhen Pendels. Die Jeorrespondiermde Pendettange telragt nmmehr 

(8) i 
v / 



Andreraeits lafet sch aneh die Bewegimg der Iiaklinationsiiadel mit der 
Pendelbewegimg ideutifiaiereiL Bedentet J und M TrigMtsmomeEt 

und 3nagn6tieiies Moment der NadeI 9 T die -Totalintensitit des Erd- 
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magnetismus, so wird die Lange des dieser InMtaationsnadel ent- 
spreclienden Pendels; 



Aus dem Vergldch von (8) und (8") erkennt man, wie sick das Ver~ 
Jtalten unserer in der Meridmnebene 'beweglklien Sc}iwungrina%e dem 
VerhaUen der Magnetmdpl im Inldinaimnshompajl quantitatw m- 
ordnen Itifst, wobei iudessen der pag. 735 hervorgehobene Uaterschied 
beider Bewegungen ini Ange zu bekalten 1st 

c) Die Yorangehenden Restiltate lassen sicli leickt zusamnienfassen 
nad verailgeineinern, weim man annimmt^ dais die Axe des Schwnng- 
ringes in einer gegen die Erde belielrig gdegenen Eyerie E beweglich sei. 
Man kann, nm dieses zu erreiclieii ? die Ebene des inneren Binges wie- 
der senkreclit gogen die des aufseren feststeUen und hat dana nnr die 
Dreliaxe des a-afseren Ringes reiatiy gegeH die Erde so ZH ]jigerB ; dafs 
dieselbe sentoecht auf der Ebene E steht. Bedeutet 1 den Wiukei 
zwischen der Axe der Erdrotation und der Ebene E } so kommt als 
wirksame Komponente der Erdrotation 07 cos A in Betrachfc und es 
ergiebt sich als Lange des korrespondierenden einfaclien Pendels: 



Diese Formal gelit in den Fallen a) uad b), wo im Besonderen 
.A *~ 9 bez. I wird, in die GrI (5) nnd (8) tlber; sie riihrt YOB 
Gilbert her*). 

Noeji mogen zwei Bemerknngen hinzngefligt warden fiber den 
Einfiufs der Eeibung nnd der Massen des Aufh'ingesystems; diesefl 
Bemerkungen sollen sich gleichmafsig auf die Falle a) nnd b) ? sowie 
anf den yeraHgemeinerten Fall c) beziehen. 

Bie Eeibung in den Lagern des aufeeren Binges wird sich nattbr- 
lich anet. bei dem Gyroskop Ton 2?wei Freiheibgraden bemerklich 
maclien. Wahrend die Schwingnngsamplittjde der SchTrangringaxe bei 
VemacUass'igung der Beibung konstant Heiben miifste, wie die obige 
Betrachtung 2eigt, wird sie dnrch die Eeibung allmahlieh gedampft. 
Die Schwni^ringaxe wird sick also mit abnehmender Amplitude der 
Schwinginagen immer mehr der stabilen Gleiehgewichtslage najiern nnd 
sicli sehliefslioh in di0se einstellen^ wenn die Eigenrotation d0s Sohwung- 

*) Gl. (180) in der friiher cit. Arbeit: M^moire sur I 1 application etc. Wir 
sand im Texte nur darin von Uilbext abgewiclieii, dais wit beiia Cl>ergange von 
(S) ra (S') tind von (6) zti (6') ein Glied mit dem Faktor w 2 xmterdruckt liaben, 
welches mit Riicksicht auf den Genamgkeilsgrad des ganzen theorelischen An- 
satzea keine Bedeutung hat. 

48* 
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ringes kinreickend lange anlialt. Hinsiektlieh. der quantitatzven 
kaltnisse durfen wir UBS dabei einfach auf die Analogic mit dem ertt- 
faeken Pendel oder mit der Magnetnadel bernfen. Bei aknlicker Kon- 
struktion der Lager wird die Reibungswirkung bei den in Rede stelienden 
Versucken eine ahnliehe sein, wie bei dem einfachen Pendel und bei 
den Sch.winguB.gen einer Magnetnadel, die ihrerseits nattirlick stets ge- 
dampfte Sckwingungen sind. 

Was die Massenwirkung des anfseren nnd innereB. Ringes betrifft, 
so fconnte es aiiffallen, dafs wir dieselbe in unseren letzten Pormeln 
zxon Ausdrnck gebraelit haben ; wakrend wir bei der Bespreohimg des 
ersten Foueaultschen Versucb.es sagten ; dafs sie zu vernachlassigen 
sei. Dies erklart sick daraus ? dafs im ersten Poncaultschen Versnche 
(bei VernacWassignng der Reibting) die Schwungringaxe im Raume merk- 
lieh. feststehfc nnd die Eingmassen nur Dreligeschwindigkeiten von der 
Ordnung der Erdrotation ansfuhren, dafs dagegen im zweiten Fou- 
canltsclien Versnck die Sckwungringaxe wirkliche BescHeunigungen 
erfakrty an denen die zu einem Ganzen verbundenen Mafsen des aufseren 
nnd inneren Ringes teilnelimen. Wahrend im ersten Poncaultsclien 
Versncke der Einflufs der Ringmassen anf die zu beobachtende Grofse 
der relatiyen Bewegung des Schwnngringes versckwindend klein war 
(yon der Ordnung co/Q vgl. p. 742) ; wird er im zweiten Foucanltschen 
Versnck von derselben Grofsenordnung wie die zu beobachtenden Be- 
wegungen der Sckwnngringaxe selbist ? so dafs sick z. B. in der Pormel 
(9) das Tragkeitsmoment der Ringe C lf A% zu dem des Sckwungringes 
A direkt kinzuaddierfc. 

Es bleibt uns schliefslicli nock ubrig 7 von einer zweckmaUsigen 
Abandenmg des Poncaultscken Gyroskops ; dem sckon genannten Ba/ro- 
gyroskop von Gilbert zn spreeken. Wie der Name begagt ; kommt bei 
diegem Apparat aufser der Erdxotation auck die Schwere inis Spiel. 
Wir sckildern die Einrichtnng desselben an Hand der Abbildung*) 111, 
indem wir den Vergleich mit dem Poncaultschen Gyroskop ziekei). 

In der Fignr siekt man znnackst den Sckwungring D mit seiner 
Axe a f anf welcker sich bei E ein Zaknrad ztan Anlassen desselben 
befindet, sowie in der Verlangenmg ,der Axe nack nnten kin ein Lauf- 
gewickt p. Als inneren Ring konnen wir kier den Rakmen be- 
zeicknea^ welcker bei A nnd A -atrf Sckneiden rukt. Den Biigel 8 
konnen wir mit dem anfseren Ringe bei Poucault vergleicken. Er 
lafet sick in der Hnlse H verdrehen und auf diese Weise in ein be- 

*) Dieaelbe ist dem 1t Katalog mathem. Modelle, Apparate und Instrumente", 
im Auffcrage der deutschen Mathem.-Vereiaig. kerausgegelben von W. Dyck, 
Nachtrag p. 79 entnoiamen. 
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liebiges Azimuth einstellen; bei jedem einzeluen Versuche 1st er aber 
fest ; da die Reibting in der Hiilse jede selbsttMtige Dreliung des 
Bugels hlndert 

Man jiistiert den Apparat so, dafs die Axe AA f geaan horizontal 
unter einem beliebigen Aziinutli gegen den Meridian steht, iind bringt 
zunaclist dureh zweckmafsiges Verstellen der SetraubeB vv' und der 
Zusatzmassen uti den Schwerpunkt YOU Scliwungring und Ralunen in 




Fig. 111. 

die Verbiadungsiinie der Sehneiden A A', so dafs sich der bewegliche 
Teil des Apparates im laeutralen Gleichgewicht befindet* Dami bringt 
man das Laufgewicht jp auf die am nuteren Ende des Bahmens be- 
festigte STadel und verwandelt dadnrcli die Neutralitat des Gleidigewichts 
in erne (geringe) Stabilitai 

Nachdem der Scliwungring einen grofsen Eigenimpuls N bekommen 
hat (bei Gilbert 150 Umdrehungen in der Sekunde), beobachtet man, 
dafs sich seine Axe osciUatoriscli ron der Vertitalen entfernt mid nachdem 
die Oscillationen abgestorben siiid y miter einer gewissen Neigung, welehe 
unter anderem von dein Azimuth der Aufstellung abhangt, verharri 

Die Berechnung dieser Neigung und die Theorie des Yersuches 
wird wieder aufserst einfach, wenn man an den Begriff des DeYiations- 
widerstandes anknupft. 
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Qualitfttiv konnen wir folgendermafsen sagen: Der in einer be~ 
liebigen Verfikalebene bewegliche Schwungring befindet sich. unter gans 
ahnliehen Bedingungen. wle der Schwungring im zweiten Foueaultgchen 
Versueh (s, oben unter b) oder c)); urn seine Lage innerhalb der Ver- 
tikalebene oder seine Stellung gegen die rotierende Erde festsuhalten^ 
ware die tFberwindung des Momentes JK erforderlich, welches die 
Verbindungslinie der Schneiden AA f mr Axe hat. Da ein Gegen- 
moment K nicht ausge&bt wird, bewegt sich der Schwungring 
so ; als ob ein Moment K um die genannte Axe auf ihn einmrkt. 
Dieses strebt die Pigurenaxe des Schwungringes der Drehaxe der 
Erde parallel m steHen; es lenkt also die Schwungringaxe atis 
ihrer vertikaleu Anfangslage nach derjeuigen Eichtiing hin ab ; in 
welche sieh die Axe der Erdrotation auf die Bewegtingsebene des 
Schwiingrniges projiziert. Anfser diesem Momente wirkt aber jetzt 
das Moment der Schwere ? welches die Pignrenaxe des Schwungringes 
naeh der Yertikalen zuruckleijkt. Es wird mithin eine gewisse mittlere 
Lage xwischen der Vertikalen und der Projektion der Erdaxe geben ; 
in welcher sich beide Drehmomente das Gleichgewicht halten und in 
welcher sich die Axe des Schwungringes demnach in Ruhe befiudet. 

Urn die tTberlegung nach der quantitativen Seite zn vervollstan- 
digen, ist es nnr notig, das Moment der Schwere M einerseits und das 
der Tragheitswirkung K andrerseits durch die an dem Apparat zu be- 
obachtenden Srofsen auszndrucken. 

Es sei m die Masse des Laufgewichtes p und S sein Abstand vom 
Schwerpunkt des Schwungringes. Bedeutet jr den Winkel, den die 
Pigurenaice des Schwungringes mit der Vertikalen bildet, yon der Verti- 
kalen nach der Figurenaxe hin positiT gerechnet, so wird der Hebel- 
arm der Schwerkraft mg um die Axe der Schneiden S sin # und daher 
das Moment der Schwere im Sinne des Winkels % 
(10) M = mgS sin % . 

Bei der Bestinxmung des Deviationswiderstandea K gehen wir wieder 
von der GL (1) p. 175 au, ftihren darin* den Eigenimpuls N des 
Schwungriages ein uad setsen fUr v die Komponente der Erdrotation 
nach der Bewegungsebene des Schwungringes v = ca cos K 9 wo i wie 
unter c) den Winkel zwisehen der Erdaxe und dieser Ebene bedeutet. 
Wir erhalten so, wenn wir noeh ein Glied von der verhaltnismafsigen 
Grofsenordnung Aw/N wie oben streichen: 

K ~ Nt& cos t sin *. 

* mifet Merbei den Winkel zwisehen der Projektion der Erdaxe auf 
die BewegimgsebeBe des Sctwungringes mid der Figurenaxe des leteteren. 
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yon jener nach dieser liin positiv gerechnet. In dem gleichen Sinne 

wie 9 wird das Moment K gerechnet. Fuhren wir noch den Winkel 

ft ein ; den die Projektion der Erdaxe auf die Bewegungsebene mit 

der Vertikalen bildet, ebenfalls von jener nach dieser hin positiv ge- 

rechnetj so haben wir 9*=* fi + % und konnen schreiben: 

(11) K = Nw (cos % cos A sin ft + sin % cos A cos ft). 

Hier sind die Produkte cos I sin ft und cos I cos fi durch. Grofsen aus- 

25iidriicken ? die der Messung direkter zuganglich sind als die Winkel 

I und ft. Wir wahlen als seiche die geographische 

Breite g> des Beobachtungsortes und den Winkel a 

(< 180), den die Bewegungsebene der Figurenaxe mit Pf 

dem Meridian des Beobachtungsortes bildet. Auf der /J 

um den Mittelpunkt des Schwungringes beschriebenen 

Binheitskugel markieren wir uns (vgl. Fig, 112) ihren 

Schnittpunkt V mit der Vertikalen, ihren Sehnitt- 

punkt P mit der Parallelen zur Erdaxe und endlich 

den Punkt Q, der der Projektion der Erdaxe auf die 

Bewegungsebene des Schwungringes entspricht. Das 

entstehende spharische Dreieek PQV ist bei Q rechtwinklig. Seine 

Hypotenuse betragt sr/2 q>, seine Katheten sind A und ft. Der 

Winkel bei V ist gleich a. Nach der Neperschen Regel gelten die 

beiden Grleichungen: 

sin g? = cos A cos ft, 

CDS & :== tg Cp tg ft . 

aus welchen durch Multiplikation folgt 

(12') cos K cos <p cos A sin ft. 

Setzen wir die in (12) und (12') bestimmten Werte von cos A cos ft 

und cos A sin ft in (11) ein ? so ergiebt sich 

(13) JC = NCQ (sin # sin <p + cos % cos <p cos a). 

Wir konnen nun giowohl die Gleichgewichtslage wie das Be- 
wegungggeseta der Schwungringaxe in einfachster Weise bestimmen. 

Im GlvicJtflewichi befindet sich die Axe des Sehwungringes ; wenn 
die beiden Momenta M und K einander aufheben. Zur Bestimmtuig 
der Gleichgewichtslage dient daher die (Jleichung M = K. Bezeichnen 
wir mit # deajenigen Wort ton %, welcher der Gleichgewichtslage ent- 
spricht, so haben wir nach (10) und (13) zur Bestimmung yon XQ die 

Gleichung: 

mgS sin ^ = Nca (sin % Q sin tp + cos % cos *p cos a) 

oder 

Nco eos qp 
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Allgeineiner finden wir die Bewegungsgleichung der Sckwimgringaxe, 
wenn wir das Produkt aus dem Tragkeifamoment der bewegten Teile 
in die Besekleunigung des Winkeia -0- oder, was daseelbe bedeutet, des 
Winkels % gleiek der Different der wirkenden Momente setsen. 1st A 
das aqxtatoriale Tragkeitsmoment des Sckwnngringes nnd A^ das Trag- 
keitsmoment des Rakpaens um die Verbindungslinie der Schneiden, so 
kommt bei der Anderung des Winkels % die Summe A + A^ 4* mS* 
In Betrackt. Die Bewegungsgleickung wird kiernack 

(A + AI + md 2 ) x"= K-M 
oder naeh (10) uad (13) 

(A + A t + mS^) % = (JVo sin (p mgd) sia % Nm cos 9 cos cc cos %. 
Wir sckreiben Merfur beqnemer, indem wir die Definition von # be- 
riicksiclitigen: 



G) sin (p mg$)* + (No cos 90 cos #) 2 sin (% # ), 

Auch diese Gleichung lafst sich ersichtlicb mit der Bewegungsglei- 
eliung eines gewoknliclien Pendels in Parallele setzen (s. oben GL (4 )). 
Die korrespondierende Pendellange wird nach. Analogic von GrI. (5) 



sin 9 wgfd) + (tf cos 9 cos 



Die Axe des Barogyroskops oscilliert also urn die Gleichgewicktslage 
%Q mit derjenigen Sckwingxingsdauer 7 welche der soeben definierten 
Pendellange I entsprickt. Mit Riicksickt anf die Reibtmg an den 
Sckneiden werden die Oscillationen allmaklick absterben, und wird die 
sckliefslicke Rukelage mit der Grleickgewicktslage XQ zusammenfallen. 

Die Formeln (14) imd (15) legt Gilbert der Berecknung und 
Dimensionierung seines Apparates %u Grunde, Die Gilbertscke Ab- 
leitung*) dieser Formeln ist wieder wesenffick komplicierter wie die Mer 
gegebene, Wir diskutieren das Resultat in nakeliegender Weise. 

Nack GL (14) kangt die Neigung XQ v( >n dem Azimutk der Auf- 
stellting ab nnd wird z, B. gleick Ntdl ; wenn cc = &/2 ist, d. k. wenn 
die Verbindungslinie der Sckneiden AA in dem Meridian liegt Letzteres 
folgt unmittelbar auck darans ; dafs bei dieser SteHnng des Apparates 
die Projektion der Erdaxe auf die Bewegungsebeae der Sckwungring- 
axe mit der Vertikalen 2;usamme3afUt, dafs also in diesem Falle beide 
Momente M und K die Sckwungringaxe gleickerweise in die Vertikale 
einzustellen bestrebt sind. Umgekekrt wird man, um eine moglickst 

*) YgL die mebrfach cit. Arbeit: M^moire BUT rapplication T XVm,Gl. (158), 
Die Resulfcate sind zusammengestellt in dem ebenfalls cit. Katalog mathem. Mo- 
delle etc. Nachtrag p. 78. 
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Ablenknng % ra eiimlten, die Verbmdungslinie der Schnei- 
dem senkrecht gegen den Meridian riekfcen, die Bewegungsebene der 
Schwuagrmgaxe also mit der Meridianebene zusammenf&Ilen lassen. 
Innerhalb dieser Ebene wird die am unteren Ende des SehwuBgrmges 
befestigte Nadel naeh SMen oder nacli Norden abweichen, je naehdem 
dieses Ende nacli der Ausdrucksweise Ton p, 734 ein Sudpol oder ein 
Nordpol ist, d. !L je nachdem die Pmdreliioig des Schwimgringes um 
die Nadel in dem entgegengesetzten oder in demselben Sinne erfolgt, 
wie die Erdrotation um den Nordpol der Erde. 

Iin Ubrigen zeigt 6-1. (14) 7 dafs die Starke des Aussclilages nnr 
von dem Verhaltnis mg$/N& abhangt, und dafs man den starksten 
Aussclilag, namlich einen vollen rechten Winkel, ertalten wtlrde^ wean 
man dieses Verhaltnis gerade gleicli sin g> waHt. Andrerseits lehrt 
aber Grl. (15) ; daft diese Wahl praktisch nielit die Torteilliafteste ist 7 
(ganz abgeseten davon, dafs die Auflagenmg des Rahmens anf den 
Sciineiden einen so grofsen AusscMag nnmoglich maciien wtrde). 
Die Lange des korrespondierenden mathematischen Pendels wlirde dann 
namlicJi 



N& COS qp COS CC 

und die zugehorige halbe Schwingnngsdaner fiir hinreichend kleine 
Schwanknngen um die Gleicligewiclitslage 



A + ^ + m** 
NG> cos q> cos cc 

betragen. Zum Zwecke eines ungefakren tlbersehlagee moge der 
fur die Grofse des Aussehlags gtinstigste FaH cosa = l, eosf>l 
(Beobachtung im Meridian unter dem Aquator) vorausgesetet werden; 
ferner moge das Tragheitsmoment C des Schwuagringes, welches etwa 
doppelt so grofs ist ; wie das aquatoriale Tragheitsmoment A desselben^ 
beispielsweise gleich -J. + J[ 1 + W(5 3 angenommen werden, Bezeichuet 
n die Umdrehungszahl des Schwungringes in der Sekunde, so hat man 
und 



Bei Gilbert ist (s, oben) n == 150; der Wert von o betragt in Sekun- 
den 2^/24 - 60 60 5 mithin wird 2ttn& ungeShr gleicli 10/144 Tind 
I 144 m, r 12 sec. 

Diese Schwingungsdauer ist unerwiinscbt lang, da die Beobaehtong auf 
die ersten Minuten nach IngangsetsEen des Scbwungringes besehrankt 
mufs und da mam bereite in dieser Zeit ein Urteil aber die 
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definitive Gleieligewicbtslage dais Scbwiingringes gewinnen will. Auch 
wiirden die starken. Sehwankungen dei 1 Schwraigringaxe (IB dem yor- 
ausgesetzten Falle betragt die Amplitude der Schwankung einen rechton 
Winkel) f&r die Beobachtttog der mittleren Gleichgewiclitslage iinbequem 
sein. Es kommt lunzu, dafs nnser Wert von r niar fdr Mnreichend 
Heine Sehwingungsainplitiiden gilt, dafs dagegen bei den in tinseiem Bei- 
spiel in Betrackt kommendeii bedeutenden Amplituden die Schwinguiigs- 
dauer entsprechend langer ansfaUen wiirde. Immerliin zeigt imsere 
Eeckaung^ dafs man die Starke der Ablenkiing aus der Vertikalen 
dnrck geeignete Wahl der Umstande beliebig steigem und je nach Be- 
darf regulieren. kann. 

Gilbert selbst rechnet folgendes Zalilenbeispiel: g? = 48 50' 39% 
a . 0, n 200, m = 0,.79 gr ? * 5 cm; mit Eacksicht auf die Ab- 
messungen von Schwtoigring und Eahmen ergiebt sich 

Xg = 7 37' 10% * - %76 Sek. 

Hierbei 1st also auf emeu sekr grofsen Wert der AblenktiBg verzichtet 
worden 211 Crimsten einer Terkleinerong der Scbwingnugsdaiier und der 
daunt zusammentangenden beqnemeren Beobachtnng der schliefslichen. 
Gleiebgewiclitslage. 

Die Gilbertsche Anordnung scheint gegeniiber der ursprungliciieii 
Foucaultscken manche Vorzuge zu haben. In dem L^ufgewichte p nnd 
seinem Abstande S vom Schwerpunkt des Schwungringes tat man 
gewissermafsen einen Parameter zur Verfugnng 7 den man in einer fur 
die Beobachtung gfinstigen Weise wahlen kann. Indem man die Ver- 
haltnisse so einrichtet, dafs die schliefsliehe Gleichgewielitslage in der 
Nahe der Vertikalen liegt, elimmiert man manche Beobachtnttgsfebler^ 
die bei grofsen AnsschlSgen auftreten wtirden. Femer werden die 
unTermeidlicken FeHer bei der Centriemng der bewegten Massen, die 
ftr das Foncanltsehe Gyroskop sehr storend sein diirften, dnrch die 
absiclitlielie Hinzufiigiing des ITbergewielites jp far das Barogyroskop 
relatiT belanglos. "Gber die qnantitetiye tlbereinstimmnng zwischen 
Tkeorie und Beobacbtting macbt indeis Gilbert ebenso wie seinerzeit 
Foueanlt in der mebrfach genannten Abbandlting keine naheren 
Angaben. 

Absichtlich liaben wir in der Yorangehenden Darstellung die wahr- 
sckeinliclien Fehlerquellen nnd die Frage nach einer moglichen qnanti- 
tativen Bestatigung starker betont, als dies in den Lelirbfiehern der 
Meclianik sonst tiblich. ist. Scheint doch das rorliegende Beispiel Tor- 
ziiglich geeignet, zu zeigen f wie weit der Weg ist ; der iich awiachen 
der gedanklichen Erfassung eines dynamischen Vorgai^es nnd seiner 
Realisiernng durcb bestimmte physikalische Apparate deltnt! 
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Foncault hatte in geistvoller Weise ? mekr durcli Intuition als durck 

zwingende meckaniseke Seklii$ae ; das Verkalten des rotierenden Schwung- 
ringea an der Erdoberfiaehe Yorkergesagt. Una YOB da aus sein Gyroskop 
fertig sra stel!en ? war eine angestrengte Arbeit von aekt MoaateB notig. 
Trotz der aufgewandten Mtihe und trotz der ungewolmliclieii experimen- 
tellen Begabung Foucaults dfrfte der Apparat nur gerade an dezjenigen 
Grenze stehen^ bei welcher Bieh. die naclizuweisende meckaDisclie Wabr- 
heit aus den Stortmgen nnd BeobaclitnngsfeHern eben heransmhebem 
beginfit. Wie mifstraniseli Foucatdt selbst gegen die Angaben seines 
Apparates sein 211 m^ssen glanbte, geht aus einer Bemerkrmg in den 
oben cit. instructions^ hterror: Man dlirfe nieht eher Hberzengt seiti ? 
dafs die beobachtete Ablenkiiag des Gyroskops wirfclicli in der Erd- 
drekung ilureu Gnmd habe ? beyor man nicht bei entgegengesetstena 
Umdrelmngssimi des Sctwungringes denselben Sinn der AblenJhmg 
erhalten habe. Es scheint hiernacli ? dais nickt einmal der Sinn der 
Ablenkung fiber alien Zweifel erhaben war; dafs die Grofse derselbeH 
sich. mit einiger Genanigkeit riektig ergiebt^ scheint iimso isweifel- 
hafter, besonders wenn def Versucli von einem weniger gewiegten 
Experimentator als Foucault gemaclit wird. 

Giinstiger df rften aus den oben geisannten Gttlnden (Fortfall der 
Ifotwendigkeit einer besonders genauen Centriemng ? AuswaH be- 
qnemer Versuchsbedingnngen dtarcli geeignete Bestimmnng des "Cber- 
gewichteB) die Chancen bei dem Barogyroskop stehen. Indessen ware 
auch Mer noch der wirkliclie experinaentelle Kachweis erforderlieh ? 
dafs die Felilerquellen die Grofse der zu beobachtenden Ablenkung 
nicM zu sehr entstellen^ ein Nacliweis ; den wir bei Gilbert vergeblieti 
sndaon. 

Bei einer Wi^derholtiiig der Foucault*sclien oder Gilberfsclen 
Versuclie wflrde man woH jedenfalls elektromagnetisclien Antrieb des 
Schwiingringes emfSliren und dadurck die Mifsliekkeiten aussckalten ? 
die aus der aUmaUichen Verlangsamnng der Eigenrotation kerrorgeken* 
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